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Impacto potencial desta pesquisa

Esta pesquisa tem como objetivo principal fornecer um material didético para estu-
dantes da drea da matematica e afins, sobre a teoria de espagos métricos. Cabe mencionar
que este trabalho é dedicado a estudar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e a explorar
a teoria de espagos métricos necessaria ao seu entendimento, destacando a interconexao
entre essa teoria, o referido teorema, suas aplicagdes e a beleza da Matemdtica. Den-
tre as aplicagoes exploradas, estao a viabilidade do buscador do Google e o processo de
compressao de imagens.

Potential impact of this research

The main objective of this research is to provide a teaching material for students in
mathematics and related areas, on the theory of metric spaces. It is worth mentioning that
this work is dedicated to studying Banach'’s Fixed Point Theorem and exploring the theory
of metric spaces necessary for its understanding, highlighting the interconnection between
this theory, the aforementioned theorem, its applications and the beauty of Mathematics.
Among the applications explored are the viability of the Google search engine and the
image compression process.



Este Ebook foi desenvolvido a partir da dissertagio apresentada como
parte dos requisitos para obtengdo do titulo de Mestre em Matematica,
junto ao Programa de Pés-Graduagdo em Matemadtica, mestrado pro-
fissional, do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Universida-
de Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho" Campus de Rio Claro,
sob orientagdo da Prof. Dra. Suzete Maria Silva Afonso, em 2024.



Ao universo, pelas vibragoes positivas.






Um dos aspectos infinitamente sedutor da Matematica é que os seus paradoxos mais
espinhosos tém uma forma de florescer em teorias bonitas.
Philip Davis



Resumo

O Teorema do Ponto Fixo de Banach, formulado e demonstrado pelo matemético
polonés Stefan Banach, estabelece condigoes sob as quais uma fungio continua de um
espago métrico completo em si mesmo possui pelo menos um ponto fixo, ou seja, um
ponto que nio ¢ movido pela fungio. Este trabalho ¢ dedicado a estudar esse teorema
de ponto fixo e a explorar a teoria de espagos métricos necessaria ao seu entendimento,
destacando a interconexdo entre essa teoria, o referido teorema e suas aplicagdes. Temos
também como objetivo apresentar a beleza e a aplicabilidade da teoria de espagos métricos
a estudantes de graduagio em Matemdtica e/ou entusiastas da drea, além de destacar a
relevancia do teorema em varias dreas do conhecimento. Trés aplicagoes do Teorema do
Ponto Fixo de Banach sio abordadas: um problema de existéncia de solugio para uma
equagio nao linear em R, a relagéio entre o teorema e o buscador do Google e a relagio
entre o teorema e o processo de compressio de imagens.

Palavras-chave: Espagos Métricos. Sequéncias de Cauchy. Espacos Métricos Comple-
tos. Contragao. Teorema do Ponto Fixo de Banach.



Abstract

The Banach Fixed Point Theorem, formulated and proved by Polish mathematician
Stefan Banach, establishes conditions under which a continuous function of a complete
metric space in itself has at least one fixed point, that is, a point that is not moved by the
function. This work is dedicated to studying this fixed point theorem and exploring the
theory of metric spaces necessary for its understanding, highlighting the interconnection
between this theory, the aforementioned theorem and its applications. We also aim to
present the beauty and applicability of the theory of metric spaces to undergraduate
Mathematics students and/or enthusiasts in the area, in addition to highlighting the
relevance of the theorem in various areas of knowledge. Three applications of Banach’s
Fixed Point Theorem are addressed: a problem of existence of a solution for a non-linear
equation in R, the relationship between the theorem and the Google search engine and
the relationship between the theorem and the compression process of images.

Keywords: Metric Spaces. Cauchy Sequences. Complete Metric Spaces. Contraction.
Banach Fixed-Point Theorem.
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1 Introdugao

O Teorema do Ponto Fixo de Banach estabelece condigdes nas quais uma funcao
definida em um espago métrico completo possui um ponto fixo, ou seja, um ponto que nao
se move ap6s a aplicagio da funcéo. Essencialmente, ele fornece uma maneira rigorosa de
garantir que certos tipos de equagdes e sistemas tenham solugoes, mesmo que as equagoes
sejam complexas ou dificeis de resolver diretamente.

Séo varias as aplicagoes do Teorema de Ponto Fixo de Banach. Na Anélise Matemé-
tica, esse teorema ¢ uma ferramenta importante para estabelecer a existéncia e unicidade
de solugdes para equagdes diferenciais ordindrias, parciais, funcionais, equagdes integrais
e problemas de valor de contorno [7, 12]. Além disso, ele também tem aplicagio em pro-
blemas de Otimizagao. Em Matematica Aplicada, o Teorema do Ponto Fixo de Banach
é usado para demonstrar a existéncia de solugdes em problemas praticos de Engenharia,
Ciéncias da Computagio, Economia e Biologia. Ele pode ser usado na analise de estabili-
dade de sistemas dindmicos e na solugio numérica de equagdes nio lineares, tornando-se
uma ferramenta poderosa para simulagio [5, 6, 12, 14, 15]. Sua aplicabilidade transcende
os limites da Matematica Pura e se estende a uma variedade de dreas do conhecimento,
contribuindo para o avango da ciéncia e da resolugéo de problemas do mundo real.

Este trabalho dedica-se a0 Teorema do Ponto Fixo de Banach e a algumas de suas
aplicagoes. Mencionamos acima que o referido teorema lida com espagos métricos comple-
tos. Pois bem, nosso objetivo principal ¢ mostrar a beleza e a aplicabilidade da teoria de
espagos métricos para leitores que sejam estudantes de cursos de graduagio em Matema-
tica ¢/ou apaixonados por Matematica. Por essa razio, abordamos todos os topicos dessa
teoria que sdo necessdrios para compreender as aplicagoes e, principalmente, o teorema.
Mais precisamente, construimos o texto de forma que o leitor perceba que toda a teoria
desenvolvida esta interligada ao teorema e as aplicagdes.

O texto estd organizado como segue.

« No Capitulo 2, apresentamos as definicoes de métrica, espago métrico, além de
exemplos para ilustrar cada conceito. Também definimos bolas, esferas e conjuntos
limitados em espagos métricos.

No Capitulo 3, exibimos o conceito de fun¢ao continua entre espagos métricos,
exemplos e algumas propriedades de fungdes que tém essa propriedade.

No Capitulo 4, os conceitos de conjuntos abertos e fechados sio introduzidos,
além de resultados referentes a eles.

No Capitulo 5, o conceito de sequéncia é explorado. Estudamos a relagao entre
limites de sequéncias e fungoes continuas estabelecida pelo Critério Sequencial e
também a definigio e exemplos de sequéncias de Cauchy.

12
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No Capitulo 6, apos estudarmos as preliminares necessarias, abordamos os espagos
métricos completos e os espagos de Banach.

O Capitulo 7 destina-se ao Teorema do Ponto Fixo de Banach, sua prova e con-
textualizagdo. Nele também apresentaremos uma pequena nota sobre o Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer.

Com o Capitulo 8, finalizamos o trabalho, com o intuito de cumprir nosso propé-
sito, exibindo aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach e, com elas, objeti-
vando mostrar a importancia da teoria de espagos métricos nao so para a Matematica
Pura.

As figuras presentes no texto, especificamente as que elaboramos, foram feitas usando
pacotes do TikZ e GeoGebra.



2 Espagos Métricos

A nogéo de disténcia entre dois pontos é fundamental no Célculo, na Anélise Matemé-
tica e na Geometria, assim como conceitos que derivam da nogao de distancia, como o de
vizinhanga de um ponto, limite, fungdo continua em um ponto, fungao derivével em um
ponto, dentre muitos outros [4]. Desse modo, parece razodvel que a generalizacio de con-
ceitos do Calculo, da Anélise Matematica e da Geometria conte com uma generalizagio
do conceito de distancia que independa da natureza dos conjuntos em consideragdo.

Um espaco métrico é um conjunto com uma nogéo de distancia entre seus elementos,
geralmente chamados de pontos. A distancia ¢ medida por uma fungdo denominada
métrica ou fungdo distancia. Os espagos métricos sdo a configuragio mais geral para
estudar muitos dos conceitos de Andlise matemtica e Geometria.

Neste capitulo, vamos apresentar a definigao formal de espagos métricos e alguns exem-
plos. Também veremos os conceitos de bolas, esferas e conjuntos limitados em espagos
métricos. Para elaboré-lo, usamos as referéncias [4, 9, 12] e [13].

2.1 Definigdo e exemplos

Definicdgo 2.1 (Métrica). Uma métrica num conjunto M ndo-vazio ¢ uma fungéo
d: M xM — R que associa a cada par ordenado de elementos z,y € M, um tnico
ntmero real d(z,y), chamado a distdncia de = a y, de modo que sejam satisfeitas as
seguintes condigoes para quaisquer z,y,z € M:

Os axiomas (M1) e (M2) dizem que d(z,3) > 0 ¢ que d(z,y) = 0 se, e somente se,
z=1y. A condigio (M3) afirma que a distancia d(z,y) ¢ uma fungio simétrica de varidveis
zey. Por fim, a condigio (M4) chama-se desigualdade triangular; ela tem origem no fato
de que, no plano euclidiano, o comprimento de um dos lados de um tridngulo nao excede
a soma dos outros dois. Veja a seguir uma ilustragio da desigualdade triangular.
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Figura 2.1: Desigualdade triangular.

z

d(z,2) < d(,y) +d(y, 2)

T Y z

d(z,2) = d(z,y) +d(y, 2)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Definigao 2.2 (Espago Métrico). Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um
conjunto ndo vazio e d é uma métrica em M.

Em alguns momentos, nos referiremos a M como simplesmente “espago métrico M,
ficando subentendido qual ¢ a métrica d que estd sendo considerada.

Os elementos de um espago métrico podem ser de natureza bastante arbitréria: ni-
meros, pontos, vetores, matrizes, fungoes, conjuntos, etc. Mas nds os chamaremos sempre
de pontos de M.

Vejamos a seguir alguns exemplos de espagos métricos.

Exemplo 2.3. Um dos exemplos mais importantes de espago métrico ¢ o conjunto R, ou
seja, a reta. A distncia entre dois pontos z,y € R ¢ dada por d(z,y) = |z — y|. onde |- |
denota a fungio valor absoluto em R. Os axiomas (M1) a (M4) resultam imediatamente
das propriedades elementares do valor absoluto de niimeros reais. Assim, esta é chamada
métrica usual da reta. E a ela a quem nos referiremos sempre que considerarmos R
como espago métrico.

Exemplo 2.4 (Métrica zero-um ou discreta). Qualquer conjunto M pode ser um espago
métrico de maneira muito simples. Com efeito, basta definir a métrica d : M x M — R,
sendo d(z,z) = 0 e d(z,y) = 1, se & # y, a qual é chamada de métrica zero-um ou
discreta.

Note que os axiomas (M1) a (M3) sio facilmente verificados. O espago métrico que
se obtém desta maneira é, naturalmente, trivial, embora seja muitas vezes usado como
contraexemplo (veja [9]). Para verificar que (M4) (desigualdade triangular) vale, basta
analisarmos as possibilidades para .y, 2 € M quaisquer. Faremos isso a seguir.

(i) Se z = z, entdo d(z,z) = 0<d(z,y) + d(y, 2), pois d(z,y) > 0 e d(y,z) > 0 (pela
defini¢do de d).

(ii) Se x # 2, entdo d(z,z) = 1.
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(ii-1) Se y == entéo y # z. Assim, d(z,y) =0 e d(y, z) = 1 ¢, portanto,
d(w,2)=1=0+1=d(z,y) +d(y,2).
(ii-2) Se y = z entdo y # x. Assim, d(y,z) =0 e d(z,y) = 1 e, portanto,
d(z,2) =1=1+0=d(z,y) + d(y,2).
(ii-3) Se y # z e y # 2, temos d(z,y) = 1 e d(y, z) = 1 e, portanto,
d(z,z) = 1<l +1=d(z,y) + d(y, 2).
Exemplo 2.5 (O espago euclidiano R"). Os pontos de R” sdo as listas © = (21,...,2y),
onde cada uma das n coordenadas z; ¢ um nimero real. Ha trés maneiras naturais de

definir a distancia entre dois pontos em R". Dados © = (z1,...,2,) e y = (y1,..., Yy) em
R", definimos:

12
(métrica euclidiana),

n

. d(Iv y) = /(11— L/l)2 oot (@ -yt = [Z(Tt - yt)Q

i=1

n
o d(wy)=lor =gl + 4 low—gal =Yl il (métrica da soma),
i=1

o d'(2,y) =max{|z; —nil,. .o, —yal} = 1121[&(5%\11 — 4| (métrica do mdximo).

As funges d, ', d" : R* x R" - R sio métricas. De fato, elas cumprem os axiomas
(ML), (M2) e (M3). A prova de que a condigio (M4) é satisfeita para d’ e d" é relativamente
simples, e serd realizada para d posteriormente (Observagao 2.21). A titulo de ilustragéo,
provaremos a seguir que a fungao d' ¢ uma métrica em R", ficando ao leitor interessado a
tarefa de provar que d" também ¢ uma métrica e d cumpre (M1), (M2) e (M3).

Afirmagio: A fungio d’ € uma métrica.

Para provar a afirmagdo, devemos mostrar que d' satisfaz as condigdes (M1), (M2),
(M3) e (M4). Para isso, tomemos = (¢1,...,2y), ¥ = (Y1, Un) € 2 = (21,...,20)
elementos de R" de forma arbitréria.

> Verificagio de (M1):

d(v2)=Y |-z =0.
i=1

> Verificagio de (M2): Se x # y, existe pelo menos um j € {1,...,n} tal que ; # y;.
Assim,

n
d(e,y) =Y lwi = wil > [2; ~ ;] >0,
i=1

pois |z; — y;| > 0 para todo i € {1,...,n}.
> Verificagdo de (M3):

dlwy) =Y [z —wl = Y g — il = d(y,2).
i=1 i=1

> Verificagio de (M4): Para todo i € {1,...,n}, temos

Jaes =z < s = gl + [y = 2l
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Portanto,

n

Slei—al <Y lw -yl + Y- =
i=1 i=1

= i=1 =

ou seja,
da,2) <deg) +dy.2),

concluindo a prova da afirmagio.

A métrica d provém da formula para distancia entre dois pontos do plano cartesiano,
ela ¢ chamada de métrica euclidiana. Evidentemente, para consideragdes de natureza
geométrica, d é a métrica natural, pois fornece a distancia da geometria euclidiana.

Uma interpretagdo intuitiva para a métrica d' pode ser obtida para o caso n = 2,
imaginando que o plano R? é a planta de uma cidade cujas ruas sio retas paralelas aos
eixos coordenados # = 0 e y = 0. Entéio, o menor caminho ligando z = (21,2) a
w = (wy,ws) através das ruas tem comprimento igual a d'(z,w) = |21 — 2| + [wy — wy.

A figura abaixo ilustra a comparagdo entre as distancias d(z,w), d'(z,w) e d"(z,w)
em B2, onde z = (21,29) e w = (wy,wy).

Figura 2.2: Comparagio entre as métricas d, d' e d".

y

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

0 resultado seguinte fornece uma comparagao entre as métricas d, d' e d".

Proposicao 2.6. Sejam d, d' e d” as métricas definidas no Ezemplo 2.5. Para quaisquer
z,y € R, tem-se:
d'(a,y) <d(a,y) <d(2,y) <n-d'(z,y).

Paran =2, isto ¢, em R?, temos a representagio geométrica:
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Figura 2.3: Comparagio entre d, d' e d".

y=(1.%)

= (II,I‘Z)A

A" <A< d = [or =yl + Jop — 3] < 2"
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Demonstragio. Sejam x,y € R".
(i) d"(z,y) < d(z,y). De fato, como
" o T
d'(e,y) = s fo = il = o - ]

para um certo j € {1,...,n}, segue que

d"(a,y) = oy -yl = \ (@ =)

V=P <o —pP+ -
conclufmos que d"(z,y) < d(,y).

(ii) d(z,y) < d'(z,y). Note que

Porém, como

dwy) = @ =g+ (= = o=l -l

Portanto,

dz,y) = o =P+ o+ o =yl

< «xl—y1\2+»--+|z7.—ynwi\x,—m«\z,—y,\
i#]
=z =yl 4+ 4 o —wal)?
= o= pl ot o =l = (),
provando que d(z,y) < d'(z,y).
(iif) d'(z,y) < n-d"(z,y). Note que

fej = il < mae i il

para todo j € {1,...,n}. Com isso, temos
d(2,y) = lor =yl + - + |7 = gl

< max [y = il 4+ + wax [z = il

=n-d"(z,y).
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Por (i), (ii) e (iii), obtemos d"(z,y) < d(z,y) < d'(z,y) < n-d"(z,y), como querfamos
demonstrar. O

Observagdo 2.7. Quando ndo mencionarmos explicitamente que métrica estamos consi-
derando em R™, fica subentendido que se trata da euclidiana. Por simplicidade podemos
chamar as notagoes d, d' e d”, por d, em um determinado contexto.

Na sequéncia veremos mais um exemplo de espago métrico e dois exemplos de fungoes
que nao definem métricas.

Exemplo 2.8 (Disténcia entre fungdes limitadas). Seja X C R. Uma funio f: X = R
¢ limitada se existe uma constante (dependendo de f) k = k; > 0 tal que |f(z) < k,
para todo z € X.

Seja B(X;R) o conjunto de todas as fungdes limitadas de X em R.!

E fcil verificar que a soma, a diferenca e o produto de fundes limitadas sio também
limitadas.

Seja

p: BOGR) x B(X;R) =R, plf,g)= sup |f(z) - g(a)].

Afirmagao: p esta bem definida.

De fato, pois se f e g sdo limitadas, entdo f — g ¢é limitada e, por conseguinte, o
sup(|f —g]) existe, onde sup(| f—g]) denota o supremo do conjunto {|f(z)-g(z)|: = € X}.

Antes de mostrarmos que p é uma métrica em B(X;R), vamos ilustrar p com um
exemplo.

Exemplo: Sejam X = [0,1], f: X = Re g: X — R as fungdes definidas por

flo)=2 ¢ gla)=2% ze01].

Queremos calcular p(f, g) = sup,x | f(z) — g(x)|. Graficamente, temos:

Figura 2.4: Gréficos de f(z) =z e g(x) = 2%, o grafico de f foi eshogado em azul e o de
¢ em vermelho.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

10 sfmbolo B ¢ usado para denotar “the bounded functions”; a tradugio da palavra bounded para o
portugués ¢é limitada.
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Usando o fato de que a funcio h(z) = |z — 2% é continua e [0, 1] é compacto (¥) e o
fato de que z — 2% > 0 para todo z € [0, 1] (xx), obtemos

. Ca ) (e ]
p(f,g)—rzlllopl]\z T gg[gﬁ]\r 7 x-S

onde em (x * ) usamos o fato de que o mximo da fungio h(x) =z — 2% em [0, 1] ocorre
em £ =1/2 e é, portanto, igual a 1/4.

Vamos mostrar que p ¢ uma métrica em B(X;R). Para isso, devemos verificar que
as propriedades (M1), (M2), (M3) e (M4) sio satisfeitas. Para tanto, consideremos
f,9,h € B(X;R) arbitrarias.

> Verificagio de (M1):

plf, f) = sup | f(x) = ()| = sup [0] = 0.
zeX zeX
> Verificagio de (M2): se f # g, existe z € X tal que f(zg) # g(z). Dessa forma,
(f.9) = sup|f(a) = g(o)] > [ (o) — glan)| > 0.

> Verificagdo de (M3):

pf.9) = sup|f(x) = glz)| = sup | = (f(x) = glx))| = sup |g(z) - f(«)| = plg, f)

zeX z€X z€X

> Verificagio de (M4):

Mﬁm=gyﬂﬂ79WH:Eyﬂwaﬂ+Mﬂ+MM

gwMﬂﬂ*huﬂ+WMMﬂ+9@N:Mﬁm+th
zeX zeX

onde em (x) usamos o fato de que sup(yp + ) < sup g + supt, para fungdes reais ¢ e ¢
limitadas em X CR.

A fungdo p é chamada a métrica da convergéncia uniforme ou a métrica do
sup.

Exemplo 2.9. A fungio d: R x R = R dada por d(z,y) = (z - y)* nio é uma métrica.
As condigdes (M1), (M2) e (M3) sdo satisfeitas, mas (M4) nio é. Note que

Ad-1,1)=2 =4

d(-1,00=(-1)*=1;
40,1 = (-1)* = 1.
Dai,
d(-1,1)=4>1+1=d(-1,0)+d(0,1).

Como a desigualdade triangular nio é satisfeita para quaisquer x,y,z € R, concluimos
que d nio é uma métrica em R.
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Exemplo 2.10. A funcio d: R x R — R definida por d(z,y) = [2% - | para todo
(z,y) € R x R ndo ¢ uma métrica.

As condigoes (M1), (M3) e (M4) sio satisfeitas, mas (M2) nao é. Com efeito, d(1, 1) =
[12=(=1)% = 0. Como a positividade nio é satisfeita para quaisquer z,y € R, conclufmos
que d ndo ¢ uma métrica em R.

Observagao 2.11. Nos Exemplos 2.9 e 2.10 vimos fungdes que satisfazem trés condigoes
que caracterizam uma métrica, mas nao cumpre uma delas. A fungéo d do Exemplo 2.9
ndo cumpre (M4), enquanto a fungdo d do Exemplo 2.10 ndo cumpre (M2). O leitor pode
estar curioso pensando em exemplos de fungdes que cumprem trés condigdes, exceto (M1)
ou (M3). Adiantamos que, para o primeiro caso, temos a funcdo d;: R x R — R definida
por di(z,y) = 1 para todo (z,y) € R x R, pois dy(z,2) = 1 # 0. E para o segundo caso,
temos a fungio dy: R x R = R definida por

T, se T2y,

o) =1 " !
1, se 1<y,

j& que, por exemplo, d(3,1) =3 —1=2+#1=d(1,3). Fica ao leitor interessado a tarefa

de provar que as funces d; e dy cumprem as condicoes (M2), (M3) e (M4), e (M1), (M2)

e (M4), respectivamente.

Definigdo 2.12 (Norma). Seja V um espago vetorial real. Uma norma em V é uma
fungdo real || - || : V= R que associa a cada z € V, um tinico nimero real ||z, chamado
de norma de z, e possui as seguintes propriedades:

(N) o >0 e [o|=0&v=0comveV;

(N2) Mol = [N][lvll, Yve V. YAER; ([|o]| ¢ norma de vetor)
(|| denota o médulo do mimero real A)

(N3) |jv 4wl < ol + w]l, Yo,we V.

Observe as implicagoes de (N2) e (N3).
A=00=0 = [0]=0
(N2) ol = llell =, _
A=-1 = =l =l
w=-v = 0=[v+ (=) <[v]+[-v] =2l

N3) [[ot+w| < o) +|jw]| =
(N3) o] < [+ o] { 5 ol >0 VeeV, Pl £0sv40

Definicéo 2.13 (Espaco vetorial normado). Unm espago vetorial normado ¢ um par
(V]| -1l), onde V' é um espago vetorial real ¢ || - || ¢ uma norma em V.

Frequentemente se designa o espago vetorial normado somente por V, deixando a
norma subentendida.
Proposigao 2.14. Seja V um espago vetorial real. Uma norma || - || em V' define uma
métrica d em V' dada por d(z,y) = |z - y|| para z,y € V.
Demonstraggo. Para provar que d é uma métrica, devemos mostrar que d satisfaz (M1),
(M2), (M3) e (M4). Faremos isso na sequéncia. Sejam x,y, 2 € V arbitrarios.
(M1) d(z,z) = 0. De fato,

(1)
d(w,2) = o =] = 0] ="0.



Definigéo e exemplos 22

(M2) Se z # y, entdo d(z,y) > 0. Com efeito, se z # y, entdo d(z,y) = |z —y| > 0, por
(N1).

(M3) d(z,y) = d(y,z). De fato,

(2)
| =11 ly=2l = ly=z] = d(y, ).

) = o=yl = |-+l = (-1)y-2)
(M4) d(z,2) < d(z,y) + d(y, z). Com efeito,

dw.2)= o=z =lle—y+y -2l =l -y +-2)

(N3)
o=yl +ly -2l = dlz.y) +dly. 2). o

Da Proposigao 2.14 segue que todo espago vetorial normado é um espago métrico. A
métrica assim definida ¢ dita proveniente da norma ||| ou induzida pela norma |-||.

Exemplo 2.15. Sabe-se que R™ com as operagoes:
soma: &4y = (T1+ YT+ Yo, 3+ Y5 T )
multiplicacio por escalar: Az = (Azy, \ig, Az, ..., Azy,)

6 um espao vetorial. Dado 2 = (z1,...,2,) € R", definimos:

[l = (E ‘11‘2) " =y Yy lf (norma euclidiana)

n

[l ="l (norma da soma)
=t

[|lz]" = max |z]. (norma do méximo)
1<i<n

Exceto (N3) para a norma euclidiana, as demais condigoes sio de facil verificagdo.
As métricas d, d' e d" do Exemplo 2.5 (definidas no espago euclidiano R") sio prove-
nientes das normas || - |, || <[ e || -||", respectivamente.

Exemplo 2.16. Sejam X CR e B(X;R) o conjunto de todas as fungdes limitadas de X
em R, apresentado no Exemplo 2.8. E fécil verificar que B(X;R) ¢ um espaco vetorial
sobre R, com as operagoes de soma e multiplicagio por escalar:

+: BX;R) X B(G;R) > BUGR), (f.0) =/ +4
< RxB(X;R) = B(X;R), (a,f)—a-f.
Consideramos em B(X;R) a seguinte fungio:

I lle: BXGR) S R, flle = sup ()]

A prova de que a fungdo ||+ || ¢ uma norma usa ideias similares as usadas para mostrar
que a fungdo p do Exemplo 2.8 é uma métrica. Inclusive, p é proveniente da norma | - [o.
Portanto, (B(X;R), | - ||«) ¢ um espago normado.
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Definigéo 2.17 (Produto interno). Seja V um espago vetorial real. Um produto interno
em V& uma funcio (,-): V x V= R; (z,y) = (2,y), que associa a cada par ordenado
de vetores z,y € V, um {nico nimero real (z,y), chamado o produto interno de  por y,
de modo a serem cumpridas as condigdes abaixo, para 2,y € V e A € R arbitrérios:

(C1) {z+s9) = {wy) + ()
(C2) (Aa,2’) = A (x,2');

(©) (5.2) = o', 3)

(C4) 240 = (z,2) > 0.

Note que das condigoes (C1), (C2) e (C3) derivam outras propriedades, tais como:

(P1) (x,2"+y) = (x,2") + (z,y), pois
2 +9) 2 ) C ) + ) @ () + )
(P2) (z,\) = Mz,2'), uma vez que
(z, M) & (A, z) (e Ma',z) @ Ma, o).

(P3) (0,2") =0, ja que

0.2) = 02.4) €0 (5.2 =0.

Definigdo 2.18 (Espago vetorial com produto interno). Um espago vetorial V' com pro-
duto interno ¢ um par (V,(-,-)) onde V é um espaco vetorial real ¢ (-,-) ¢ um produto
interno em V.

Proposicao 2.19. Todo espago vetorial com produto interno é um espago normado. Ou
seja, se () € um produto interno em 'V, definimos uma norma em V- por

VR ol = o) (21)

Note que |[v|* = (v,v). Neste caso, dizemos que a norma ||-|| ¢ proveniente do produto

interno {, ).
Para provar a Proposigio 2.19, usaremos o resultado a seguir.

Lema 2.20 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja (V,(+,-)) um espago vetorial real
com produto interno. Para todos v,w €V, valem:

({0, w) < ool (C-5)
Demonstragio. Se v =0, temos
[{0,w)[ = 0= 0] wll, YweV.

Suponha v # 0. Seja A = %
v

Afirmagdo: u = w — v é perpendicular a v, isto é, (u,v) = 0.
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Com efeito, usando as propriedades (C1) e (C2), temos:

fu,v) = <w— %u> = (w,v) - <“" ﬁ‘; ol = (w,o) - ww) =0 (22)
v v
Como w = u + Av, temos

(2.2)

w]* = (w,w) = (u+o,u+ M) 2 > o2
o pa (vw)? \
1= Sl <pl = o < = < Dl

ul

Demonstrago. (da Proposicdo 2.19) Para verificar que a fungdo definida em (2.1) é uma
norma, devemos mostrar que ela satisfaz (N1), (N2) e (N3). Para tanto, consideremos
v,w €V e X € R arbitrdrios. Temos:

(N1) ||l = MN (por (C4) e (P3)) e [[u]l = /(v,v) = 04 v =0 por (P3).
(N2) []x- vl = |A] - [Jv]], pois
ol = P x)
@ o)
\\w,0)
Ao, v)

=) = A fol)
(N3) Se [jv] = /(v,0) € Jw] = \/(w,w), entdo |jv+w] < [[v]| + |w]. Com efeito,

0 o+ w|f = (v+wv+w) (definigio)
P+ ol 4 2ea) (propredades (C1) e (PL)
o+ ] + 2w, w)] (definigio de de modulo)
<ol + flwl? +20jef ] (C5)
= (o] + [fw]))™ (quadrado perfeito)

Como os valores em ambos os lados da desigualdade obtida acima sio nao negativos,
extraimos a raiz quadrada de ambos, obtendo

o+ wll <foll + fw.
0

O exemplo mais corriqueiro de espago vetorial com produto interno é R", onde se
define, para & = (z1,...,2,) ey = (y1,. ... Ya), 0 produto interno (z, y) = L1y +- - +2,Y,
a0 qual nos referimos como usual em R", ou candnico. A norma

n
llell = >at,
i=1

introduzida no Exemplo 2.15 provém desse produto interno.
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Observagdo 2.21. Com a prova de (N3) na Proposi¢io 2.19, podemos concluir que vale
(M4) para a métrica euclidiana d, introduzida no Exemplo 2.5. De fato, como d provém da
n

norma euclidiana | - ||, que por sua vez provém do produto interno usual (z,y) = Y zy;,
i=1
dados z,y,2 € R", temos
diw,2) =z =z =lle+y-y-=|
(N3)
<ty +ly -]
= d(z,g)+dly. ).

Observagdo 2.22. Quando uma norma provém de um produto interno, vale a lei do

paralelogramo:

Jull + o),

que decorre imediatamente da definicio ||w|| = \/(w,w) e das propriedades de produto

interno (Definigéio 2.17). Porém, nem toda norma provém de um produto interno. Por
n

Nt ol + flu = ol = 2(

exemplo, a norma da soma ||z’ = )" |z;| em R" ndo provém de um produto interno

porque ela ndo cumpre a lei do paral:-iigramo. Com efeito, considere n =2, u = (1,0) e
v=(0,1). Temos
utoll2+ = o} =38,
enquanto que
2l + o) = 4.

Exemplo 2.23 (Subespago; métrica induzida). Seja (M,d) um espago métrico. Todo
subconjunto nao vazio S C M pode ser considerado, de modo natural, como um espago
métrico, basta considerar a restricdo de d a S x S, ou seja, usar entre os elementos de
S a mesma distancia que eles possuem como elementos de M. Quando isso ¢ feito, S
chama-se um subespago de M e a métrica de S diz-se induzida pela de M. Essa ideia
nos permite obter uma grande variedade de exemplos de espagos métricos, considerando
os diversos subconjuntos de um espago métrico dado.

Exemplo 2.24 (O produto cartesiano de dois espagos métricos ¢ um espago métrico).
Sejam M, e M, espagos métricos, cujas métricas indicaremos com o mesmo simbolo d. O
produto cartesiano M, x My ¢, como conjunto, formado pelos pares ordenados 2 = (z,y),
onde € M; e y € My. Podemos dotar o produto M; x M, de uma métrica, definindo a
distancia de 2z = (z,y) a 2/ = (z,y/) por:

d(2,2) = d(z,2') + d(y,y),

ou
d"(2,7) = max{d(z,2'), d(y, y')},

d(z,2) = \Jd(z,2")? + d(y,y)%

A generalizagdo para um produto de n fatores é imediata, como veremos abaixo.

ou ainda

Exemplo 2.25. Dados espagos métricos My, Ma, ..., M, cujas métricas indicaremos com
0 mesmo simbolo d, o produto cartesiano M = M; x --- x M, é o conjunto das listas
T = (r1,29,...,2,), onde 2 € My,..., z, € M,. Com qualquer uma das trés métricas

definidas a seguir, M ¢ um espago métrico.
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o d"(z,y) = max{d(zy, 1), ..., d(z0. 90) };
o d(zy) =dley)+-+ d(, ya);
o d(zy) = \Jdlwyn, ) + o+ dl, g
Além disso, para quaisquer z,y € M, valem as desigualdades
d'(z.y) <d(z.y) <d(a.y) <n-d'(z.y),

significando que as trés métricas, d, d' ¢ d”, sio equivalentes.
Quando M; = My =--- = M, =R, obteremos o espaco euclidiano R, como produto
cartesiano de n copias do espago métrico R.

2.2 Bolas, esferas e conjuntos limitados

Definigdo 2.26 (Bolas e esferas). Sejam (M, d) um espago métrico, a € M e r > 0.
Chamamos de:

« Bola aberta de centro a € M e raio 7 > 0 0 conjunto:
Bla,r) ={z € M: d(z,a) <r}.

+ Bola fechada de centro a € M e raio 7 > 0 o conjunto:
Bla,r] = {z € M: d(z,a) <r}.

o Esfera de centro a € M e raio 7 > 0 0 conjunto:
S(a,r) ={z € M: d(z,a) =r}.
Observe que Bla,r] = B(a,r) U S(a,r), sendo a reunido disjunta.
Quando a métrica d provém de uma norma no espago vetorial E, podemos escrever:
o Blayr)={zeM: |z—a| <1}
o Blar|={zeM: |z—a| <1k
o Slar)={zeM: |x-af=r}

Exemplo 2.27. Com a métrica usual da reta, para todo a € R e todo r > 0, a bola
aberta B(a, ) é o intervalo aberto (a —r,a+ ), pois [ — a| < r equivale a

—r<z—a<r, ousea, a-r<z<a+tr

Analogamente, a bola fechada Ba,r] é o intervalo fechado [a —r,a+ 1] e a esfera S(a, )
tem apenas os pontos a —r e a+r.

Exemplo 2.28. Sejam M um espago métrico e a € M. Suponha que M esteja munido
da métrica zero-um (Exemplo 2.4). Vamos descrever B(a,r), Bla,r] e S(a,r) parar > 1,
r<ler=1L

Sabendo que d(z,z) = 0 e d(z,y) = 1 se z # y, analisemos as possibilidades.

> Para r =1, temos:
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o Bla,1)={zeM: d(z,a) <1} ={a};

o Bla,l]={xeM: d(z,a) <1} =M;

o S(a1)={zeM: dz,a)=1} =M - {a}.
> Para r < 1, temos:

o Bla,r)={x e M: d(z,a) <r<1}={a};
e Bla,r]={z € M: d(z,a) <r <1} ={a};

o S(a,r)={reM: dz,a)=r<1}=2.

> Para r > 1, como sempre ocorre d(z,a) < 1 <7, temos:
o Bla,r)={zeM: d(z,a) <r}=M;

o Bla,r]={zeM: d(z,q)<l<r}=M;

o S(ar)={reM: dz.a)=r>1}=0

Os préximos resultados mostram que se M é um espago métrico e a,b € M, com a # b,
existem bolas abertas e fechadas centradas nesses pontos que sdo disjuntas. Ou seja, é
possivel separar a e b com bolas abertas ou fechadas.

Proposicao 2.29. Seja (M, d) um espago métrico. Dados a #b € M, sejamr,s > 0 tais
que r+ s < d(a,b). Entdo,
Bla,r)NB(b,s) =

Demonstragio. Suponhamos que existe z € B(a,r) N B(b, s). Entdo,
d(a,b) < d(a,z) +d(z,b) <7+ s < d(a,b),
0 que é absurdo. Logo, B(a,r) N B(b,s) = @. 0

Proposicao 2.30. Seja (M, d) um espago métrico. Dados a #b € M, sejamr,s > 0 tais
que T+ s <d(a,b). Entdo,
Bla,r] N Blb,s| =

Demonstragio. Se v € Bla,r] N Bb, s, entdo
d(a,b) < d(a,z) +d(z,b) <+ s < d(a,b),
0 que é absurdo. Logo, Bla,r| N Bb,s| = @. 0

A seguir veremos os conceitos de ponto isolado e conjunto discreto, além de exemplos
que ilustram tais definigdes.

Defini¢do 2.31 (Pontos isolados). Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que a € M
¢ um ponto isolado quando existe algum r > 0 tal que B(a,r) = {a}, ou seja, o proprio
ponto a é uma bola aberta em M.

Observagio 2.32. Por defini¢ao, a ndo é ponto isolado se, para qualquer r > 0, existir
x € M tal que 0 < d(z,a) <r.
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Exemplo 2.33. Seja Z o conjunto dos nimeros inteiros com a métrica usual induzida de
R. Todo ponto de Z ¢ isolado.
De fato, tomando r = 1/2 > 0, temos

B (a.%) ={a}, Vael.

Exemplo 2.34. Seja P = {0,1,1/2,...,1/n,...} = {0} U {1/n: n € N} com a métrica
usual induzida de R.
Afirmagdo: 0 € P niio é ponto isolado.
Com efeito, dado qualquer 7 > 0, como N ¢ ilimitado superiormente, existe g € N tal
que ng > 1/r. Dai,
1 1
—<r = —eB0,r)=(-rr).
o<t % e B0 = ()
Definigao 2.35 (Conjunto discreto). Um subespago X de um espago métrico (M, d)
chama-se discreto quando todo ponto de X ¢ isolado.

Pelo Exemplo 2.33, obtemos o seguinte exemplo.
Exemplo 2.36. Z é discreto.

Exemplo 2.37. Seja E um espaco vetorial normado diferente de {0}. Nenhum ponto de
E ¢ isolado. De fato, dados a € E e r > 0, mostraremos que a bola B(a,r) contém um
vetor ¢ € E, 2 # a. Como E # {0}, seja y # 0 em E. Tomando

ry
2= -7 €E,

2yl
temos

ry | o

0< |z = f—H =-<

20wl 2

Portanto, tomando x = a + z, temos que & € E ¢ 0 < ||z — a = [|2|| < r, provando que

a ndo é ponto isolado.

Defini¢do 2.38 (Conjunto limitado). Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que
X C M ¢ um conjunto limitado se existe ¢ > 0 tal que d(z,y) < ¢, para quaisquer
ryeX.

Se X ¢ limitado e nao-vazio, podemos definir o didmetro de X como sendo

diam X = sup{d(z,y): z,y € X}.
Note que diam X estd bem definido porque o conjunto {d(z,y): 2,y € X} é ndo-vazio
¢ limitado superiormente.

Observagao 2.39. Sejam (M, d) um espago métrico e X,Y C M. Se X é limitado e
Y C X, entdo Y também ¢ limitado e diam(Y) < diam(X). De fato, se X ¢ limitado,
existe ¢ > 0 tal que d(z,y) < ¢ para quaisquer z,y € X. Sejam zo,yp € V" arbitrarios.
Como Y C X, temos zo,yy € X. Portanto, d(zg,yp) < ¢, 0 que prova que Y também é
limitado. Além disso, por propriedade de supremo?, segue que

sup {d (zo,y0) : 20,40 € Y} <sup{d(z,y): z,y € X},

ou seja,
diam (V) < diam(X).

2Se A C B entdo sup A < sup B.
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Exemplo 2.40. Seja (M, d) um espago métrico. Todo subconjunto finito de M é limitado.
Com efeito, seja X = {z1,2,...,2,} um subconjunto finito de M. Considerando
¢= max d(z;,1;), temos que
I<i,j<n

d(zizj)<e, Vijefl,...n},

de onde segue que X ¢ limitado.

Exemplo 2.41. Toda bola aberta B(a,r) num espago métrico (M,d) é um conjunto
limitado. Além disso, diam B(a,r) < 2r.
De fato, se z,y € B(a,r), entdo

(M)
d(z,y) < d(z,a)+d(a,y) <2r = diamB(a,r) <2r

De forma andloga, toda bola fechada Bla, 7] ¢ um conjunto limitado e diam Bla, 7] <
or.

Vamos finalizar este capitulo mostrando que o conjunto formado pela unido de dois
conjuntos limitados ¢ limitado.

Proposicao 2.42. Se X e Y sio conjuntos limitados em um espago métrico (M, d), entdo
X UY também é um conjunto limitado em M.

Demonstragio. Se X = @ ouY = @, ndo hd o que provar. Supondo X # @e Y # @,
vamos considerar @ € X e b € Y pontos fixados. Como X e Y sdo limitados, existem
¢ > 0ecy> 0 tais que

dz,a)<er, VeeX

d(y,b) <ey, Vyev.
Entdo, pondo ¢ = ¢; + ¢; + d(a,b), concluimos que, para z € X ¢ y € Y arbitrarios, vale

(M)
d(z,y) < d(z,a)+d(a,b) +d(by) <y +d(a,b) + ey =c,

provando que X UY é um conjunto limitado. O



3 Funcoes continuas

Neste capitulo, que teve como principal referéncia [9], faremos uma exposicio breve
sobre fungdes continuas entre espagos métricos. Veremos a definicdo de continuidade,
além de alguns exemplos de fungdes continuas e uma importante propriedade.

Vamos considerar M e N espagos métricos dotados das métricas dy e dy, respectiva-
mente, e f: M — N uma fungao.

Intuitivamente, uma fungéo é continua quando pequenas variagdes no dominio da fun-
A0 ocasionam pequenas variagoes na imagem. Formalmente, temos a seguinte defini¢io.

Definicéo 3.1 (Fungdo continua). Dizemos que f: M — N ¢é continua em a € M se,
para todo € > 0 existe § > 0 tal que

r€M, dy(z,a)<d = dy(f(z),fla)) <e
Em simbolos, temos que se f: M — N é continua em a € M, entdo
Ve>0,30>0(VeeM, dz,a)<d = d(f(z),f(a) <e

Equivalentemente, dizemos que f: (M,dy) — (N,dy) é continua em a € M se,
para toda bola aberta B(f(a),€) de centro f(a) e raio ¢ > 0, existe uma bola aberta
B(a,d) de centro a e raio § > 0 tal que

f(B(a,0)) € B(f(a),€). (31)

A equivaléncia entre as definigoes explicitadas acima se justifica da seguinte forma:

dy(a,0) <8 & dy(f(@), fla) < e
4 f

reBad) Y f)eB(fa).e).
Se f ¢ continua em qualquer ponto a € M, dizemos simplesmente que f é continua.

Exemplo 3.2. Se f: M — N ¢ uma fungio constante, isto ¢, existe b € N tal que
f(x) = b para todo 2 € M, entdo f ¢ continua.

De fato, tome a € M arbitrariamente. Dado € > 0, tomando d > 0 qualquer, obtemos
dy(z,0) <6 = dy(f(z),f(a) <,

pois dy (/(z). f(a)) = dy(b,8) = 0.

30
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Definigdo 3.3 (Fungdo lipschitziana). Dada f: M — N, se existe uma constante ¢ > 0
tal que
(@), 1) <c-dulay), ryeM,
dizemos que f é uma funcao lipschitziana. A constante ¢ > 0 é chamada constante de
Lipschitz.
Em particular, se dy(f(z), f(y)) = dy(z.y) para quaisquer 2,y € M, dizemos que f
¢ uma imersdo isométrica.

Definigao 3.4 (Contragdo). Dada f: M — N, se existe uma constante ¢ € (0,1) tal que
dn(f(2), f(y) <e-duley), YoyeM,

dizemos que f é uma contragao.
Claramente, toda contragio ¢ uma funcdo lipschitziana.

O conceito de contragao serd fundamental para o estudo do Teorema do Ponto Fixo
de Banach, no Capitulo 7. Por essa razao, exibiremos dois exemplos simples de contragao
para compreendermos melhor essa definigio. O segundo exemplo serd referenciado no
Capitulo 8.

Exemplo 3.5. Consideremos R com a métrica usual. Seja f : R = R a fungio definida
por f(z) = /3. Afirmamos que f ¢ uma contragao. De fato, dados z,y € R, temos

oyl 1
2 Y=tk-=

d(ft), o) = o) - Tl =5 - 3] =

Assim, f ¢ uma contragao com ¢ = 1/3.

Exemplo 3.6. Consideremos R? com a métrica d induzida pela norma da soma, ou seja,
d((w1,31), (22,92)) = |1, 90) = (@2, 92) | = 01 =22l + 31 30, pava (21, 0), (12, 32) € R,
Seja T : R? — R? a funcio definida por

T(z,y) = 6%) +(a,0) = (g +a,%+b) . para (z,y) €R?,

onde (a,b) € R? é um vetor fixo de R%. Afirmamos que T é uma contragio. Com efeito,
dados (21,31). (22.92) € B2, temos
0o ). Tlan) = (240, 2 +0) - (20, 2 1)

(2-mn.)
2 2'2 2

= L=l )
= 3+ e ) )

Portanto, T' é uma contragio com ¢ = 1/2.

Exemplo 3.7. Toda fungio lipschitziana ¢ continua e, portanto, toda contragao é conti-
nua. .
Com efeito, tome a € M arbitrariamente. Dado € > 0, tomando § = -, obtemos
¢

dylr.a) <6 = dy(f(z), f(a) < ¢ dy(z,0) < ci —c
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Exemplo 3.8. A funcio identidade f: M — M, f(z) = z, é uma imersdo isométrica e,
pelos Exemplos 3.3 e 3.7, é continua.

Exemplo 3.9. Se I CR é aberto e f: [ — R tem derivada limitada, entdo f é lipschit-
ziana.

De fato, seja K > 0 tal que |f'(z)| < K para todo z € I. Dados 2,y € I, z < y, pelo
Teorema do Valor Médio, existe z € [,y] tal que

f@) - fy)=1Ee-y = @) -G <K -yl
Sendo x, y arbitrérios, concluimos que f ¢ lipschitziana, com constante de Lipschitz K.

Exemplo 3.10. A fungio f: X C R — R, f(z) = 2, é lipschitziana se X ¢ limitado.
Se X C R ¢é limitado, existe d > 0 tal que

[z]<d, YreR
Dai, dados ,y € R?, temos
1£(0) = F3)] = o = 7] = o+ yllo— 9] < (] + ol —y1 <20 o =,
de onde segue que f ¢ lipschitziana com constante de Lipschitz ¢ = 2d.

Exemplo 3.11 (Continuidade em espagos discretos). Se a € M é um ponto isolado, entdo
toda fungdo f: M — N é continua no ponto a.
Com efeito, dado € > 0, basta tomar § > 0 tal que B(a,d) = {a}. Entdo,

dza)<d = z=a = d(f(z),fla)=0<e

Por conseguinte, se M ¢é discreto, toda funcao f: M — N é continua. Assim, por
exemplo, toda funcdo f: Z — N é continua.

Observagao 3.12. Dizemos que f: M — N ¢é descontinua em a quando f nao é
continua em a. Isto significa que existe € > 0 com a seguinte propriedade: para todo
4§ >0, pode-se obter z5 € M tal que d(x5,a) < § e d(f(z5), f(a)) > €. Uma formulagio
equivalente, que as vezes é ttil, é a seguinte: existe ¢ > 0 tal que, paracadan =1,2,3,...,
pode-se obter z, € M com d(z,,a) < 1/n e d(f(z,), f(a)) > €.

Um exemplo popular de descontinuidade é o da fundo f: R — R, definida por f(z) =
sen (1/z) sex # 0e f(0) = 0. Esta fungdo é descontinua no ponto 0. De fato, para e = 1/2,
podemos tomar, para cada n € N, z, = 2/(2n+1)7. Entdo, sen (1/z,) = £1 ¢, portanto,

\x,‘—0\<% e |f(z,) = f0))=1>e

A préxima propriedade serd importante para alguns resultados e aplicagdes dos dois
iltimos capitulos e por isso se faz presente aqui. Vamos considerar N = R", n € N, no
qual consideraremos a métrica induzida por uma norma, sendo essa norma qualquer uma
das trés apresentadas no Exemplo 2.15'.

!Podemos considerar qualquer norma em R", porque em R” todas as normas sio equivalentes e a
definicao de continuidade independe da norma. Para entender essa justificativa, indicamos ao leitor a
referéncia [11].
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Proposicao 3.13. Se f,g: M — R" sio fungies continuas em a € M, entio f +
g: M — R" também ¢ continua em a.

Demonstragio. Como f: M — R é continua em a € M, para todo € > 0, existe d; > 0
tal que
€
reM, dy(z,a)<d = |f(z)-flo)] < 7 (3.2)

Da mesma forma, como g: M — R" é continua em a € M, para todo e > 0, existe
dy > 0 tal que
€
reM, dy(z,a)<d = |glz)—gla)] < 3 (3.3)
Tomando § = min{d;,d,} > 0, por (3.2) e (3.3), obtemos

v €M, dy(r,a) <d = [fz)g(x) - (f(a) £g())] <

€ €
1) = f@l+ llgle) = gla)l| < 5+ 5 =€
de onde segue que f £ g ¢ continua em a € M. O

Finalizaremos este capitulo provando que a composta de fungoes continuas é uma
fungdo continua e constatando que a restrigio de uma fungao continua também é uma
funcdo continua. A seguir, P denotard um espago métrico dotado de uma métrica dp.

Proposicao 3.14 (Composicao de fungoes continuas). Se f: M — N € continua em
a€M eseqg: N— P écontinua em f(a) € N, entio a composigio

gof:(Mdy) = (Pdp), xg(f(x))
¢ continua em a € M.
Demonstragio. (1) Como g: N — P ¢ contfnua em f(a) € N, temos que

Ye>0,IA>0(|VyeN, dy(y, fla) <A = dplg(y),9(f(a))) <e.
(2) Adicionalmente, como f: M — N é continua em a € M, temos
Ve>0,30>0|VeeM, dy(z,a)<d = dy(f(z), fla)) <e

(3) Em (2), tome € = \ proveniente de (1). Depois, em (1), tome y = f(z). Dessa
forma,

VoeM, dy(w,a)<d = d(f(e), fla)) <A = delglf(x)). 9(f()) <€,

de onde segue o resultado.

ul
Corolario 3.15 (Restrido de fungdes continuas). Toda restriggo de fungio continua
é uma fungdo continua. Mais precisamente, se f: (M,dy) — (N,dy) é continua em
a€ACM entio fia: (A,dy) = (N,dy) é continua em a € A, onde dy € a restrigio de
dy a0 conjunto A, ou sejo, da(z,y) = dy(z,y), para quaisquer z,y € A.
Demonstragio. Basta observar que fi4 = f oi, onde i A < M ¢é a fungao inclusio.

Cabe observar que a inclusio i: A < M é uma imersao isométrica, pois

dy(i(x),i(y) = du(z.y) = dalz,y), VryeA

sendo, portanto, uma aplicagio continua em A (veja a Definicio 3.3 e o Exemplo 3.7). O



4 Alguns conceitos topologicos

Neste capitulo veremos conceitos fundamentais de topologia em espagos métricos, como
as nogoes de conjuntos abertos e fechados. A abordagem dada a este tema aqui presente
estd fundamentada nas referéncias [4] e [9].

Em todo este capitulo, M denotara um espago métrico dotado de uma métrica d.

4.1 Conjuntos abertos

Definigao 4.1 (Ponto interior). Seja X um subconjunto de M. Dizemos que a € X é
um ponto interior de X quando existe 7 > 0 tal que a bola aberta de raio r centrada
em g estd inteiramente contida em X, ou seja, quando B(a,r) C X. Equivalentemente,
a € X éum ponto interior de X quando existe r > 0 tal

dza)<r = zeX

Assim, um ponto b € X ndo ¢ interior a X se, para todo € > 0, B(b,¢)N(M - X) # @, em
que M —X denota o complementar de X em M. Em palavras, b € X nao é interior a X se
existir algum ponto que néo pertence a X em toda bola aberta de centro b. O conjunto de
todos os pontos interiores de X é denominado o interior de X e é, geralmente, denotado

por int(X) ou )3(

Observagdo 4.2. Dado X C M, tem-se, sempre, int(X) C X, pela definicio de ponto
interior de X.

Definigao 4.3 (Ponto de fronteira). Seja X um subconjunto de M. Dizemos que um
ponto b € M ¢ um ponto de fronteira de X se toda bola aberta de centro b em M
contém pelo menos um elemento de X e pelo menos um elemento de seu complementar
M —X. Ou seja, b€ M é um ponto de fronteira de X se, para todo € > 0, ocorre

Bh,onX#@ ¢ Bhon(M-X)#g.

O conjunto dos pontos de fronteira de X é denotado por X e é chamado de fronteira
de X. Note que, pela defini¢io de ponto de fronteira, temos

X =0(M - X).

Exemplo 4.4. Na reta, o interior do intervalo [0,1) é o intervalo aberto (0,1) e sua
fronteira sio os pontos 0 e 1.

De fato, se a € (0,1), ou seja, 0 < a < 1, tomando r = min{a, 1 — a}, temos que
Bla,r) = (a—r,a+r) C (0,1), de onde segue que a é ponto interior de (0,1].

34
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Por outro lado, para todo € > 0, temos
(—6)Nn[0,1) =0, #2 e (—¢,e)N(R-[0,1)) = (-¢0) £,
permitindo-nos afirmar que 0 € 9[0,1). Da mesma forma, para todo ¢ > 0, temos
(I-e14+en0.)=(1-€el)#@ e (1-¢l+eNR=[0,1)=[1,1+¢) #2,

de onde segue que 1 € 9[0,1).

Os tinicos pontos pertencentes & fronteira de [0, 1) sio 0 e 1, pois para qualquer outro
nimero a € R, obtemos intervalos abertos centrados em a ou totalmente contidos em
0,1) ou que néo intersectam [0, 1).

Exemplo 4.5. Seja Q o conjunto dos niimeros racionais. O conjunto interior de Q ¢
vazio, pois nao existe intervalo aberto formado apenas por nimeros racionais, haja vista
que todo intervalo aberto em R possui niimeros racionais e irracionais. Pela mesma razao,
podemos afirmar que dQ = R.

Proposicao 4.6. Para todo X C M, tem-se
M =int(X)U0X Uint(M - X).

Demonstragio. E claro que int(X)UdX Uint(M—X) C M. Por outro lado, dado zo € M,
temos um dos seguintes casos (excludentes):

(i) existe uma bola aberta de centro z contida em X e, neste caso, z € int(X);
(i) existe uma bola aberta de centro z;y contida em M —X e, neste caso, zg € int(M-X);
(iii) toda bola aberta de centro zo intersecta X e M — X e, neste caso, zy € 9X.

Portanto, zy € int(X)UdX Uint(M - X). Logo, M C int(X)UdX Uint(M — X), obtendo
o resultado. O

Definigo 4.7. Seja A um subconjunto de M. Dizemos que A é aberto em M se todos
0s seus pontos forem pontos interiores.

Equivalentemente, temos que A ¢ aberto & ANJA = @ & para cada © € A, existe
r > 0 tal que B(z,r) C A. Essas equivaléncias ficardo mais claras com a prova da
proposicao seguinte.

Proposicao 4.8. A C M ¢ aberto se, e somente se, AN A= @.

Demonstragio. (=) Se A é aberto em M, dado zq € A, existe § > 0 tal que B(z,d) C A.
Dai, como B(xy,0) N (M — A) = @, concluimos que z ¢ 0A. Portanto, ANJA = 2.

(<) Suponha ANOA = @. Tome g € A. Entdo xy ¢ 9A, o que por definigio significa
que existe d > 0 tal que

B(z,0) CA ou B(z,d) C (M- A).

0O segundo caso nio pode ocorrer pois zy € A. Portanto, vale o primeiro, ou seja,
B(x,r) C A, de onde concluimos que 2y € int(A) e A é aberto em M, posto que zo
foi tomado arbitrariamente em A. O
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Observagao 4.9. O intervalo [0,1) ndo ¢ um conjunto aberto, conforme podemos consta-
tar pelo Exemplo 4.4. Observe que [0,1)N4[0,1) = {0} # @. Portanto, a Proposicio 4.8
garante a veracidade da afirmacdo feita.

Exemplo 4.10. Uma bola aberta B(a,7) em M ¢é um conjunto aberto.
De fato, seja z € B(a,r). Entdo d(a,z) < r ¢, portanto, s = — d(a,z) > 0.
Afirmagdo: B(z,s) C B(a,r).
Com efeito, se y € Bz, s), entdo d(z,y) < s e, consequentemente,

(M4)
d(a,y) < da,z) +d(z,y) <d(a,z)+s=r,

provando que y € B(a,r).
Pela afirmagdo, podemos inferir que z € int B(a,r). Sendo x arbitrério em Ba,r),
concluimos que B(a, r) é um conjunto aberto.

Proposigdo 4.11. Seja p(M) o conjunto das partes de M, ou seja, p(M) ={X: X C
M}. A aplicagio
int: p(M) = p(M)
A int(A)
¢ tal que:
(a) int(A) C A;
(b) AC B= int(A) C int(B) (mondtona);
(c) int(int(A)) = int(A) (idempotente).

Demonstragio. > Prova de (a). Segue da definicio de ponto interior, veja a Observa-
¢do 4.2.

> Prova de (b). Seja x € int(A) arbitrdrio. Entéo, existe § > 0 tal que B (z,d) C A.
Uma vez que A C B, temos B (z,d) C B e, portanto, z € int(B), provando a inclusio
desejada.

> Prova de (c). Pelo item (a), segue imediatamente que int(int(A)) C int(A). Resta-
nos demonstrar que int(A) C int(int(A)).

Dado qualquer z, € int(A), existe d > 0 tal que B(z,6) C A. Mostraremos que
B (0,0) C int(A). Pelo Exemplo 4.10, dado qualquer z € B (z0,0), existe 1 > 0 tal que
B(z,1) C B(x,0). Como B(.8) C A e B(,d) = int (B (z,0)) pelo Exemplo 4.10,
segue por (b) que

B (x9,0) = int (B (z0,0)) C int(A),

de onde segue que B(z,n) C int(A), jé que B(z,1) C B (x,0). Assim, z( € int(int(A)).
a

Observagao 4.12. Em virtude do item (a) da Proposi¢ao 4.1, dado um espago métrico
(M, d) qualquer, a fim de demonstrar que um conjunto A C M ¢é aberto, basta mostrar
que A C int(A). Cabe também observar que o item (c) atesta que int(A) é um conjunto
aberto.

Observe que o conjunto de todos os abertos de um espago métrico (M, d), que deno-
taremos por Open (M, d), contém sempre os conjuntos & e M, bem como ¢é fechado sob
algumas operagdes de conjuntos: intersecdo finita e reunido qualquer, conforme provare-
mOS a Seguir.
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Teorema 4.13. Seja Open(M, d) o conjunto de todos os subconjuntos abertos de M, isto
é‘.
Open(M,d) = {AC M: int(4) = A}.
Open(M,d) tem as sequintes propriedades:

(A1) M, @ € Open(M, d).
(A2) Se Iéum conjunto de indices qualquer e {A;: i € I} C Open(M,d), entdo:

U A; € Open(M,d).

icl
(A3) Se Ay, Ay,..., A, € Open(M, d), entdo:

AnAyn---n A, € Open(M,d).

Demonstragio. > Prova de (A1). E claro que M € Open(M, d), pois se zy € M, entdo
Blxo,0) = {z € M: d(z,2) < 8} C M para todo d > 0.

Verifiquemos que @ € Open(M, d). Se @ ¢ Open(M, d), entdo existe zq € @ tal que
2o ¢ int(@), o que é impossivel. Portanto, & ¢ aberto.

> Prova de (A2). Pela Observagdo 4.12, basta mostrarmos que, dado qualquer
€ Uiy A, existe 6 > 0 tal que B(z,0) C Uses 4.

Mas, de fato, se @ € U;e; Ai, entéio existe algum iy € I tal que 2 € A;,. Como, por
hipdtese, A;, ¢ aberto, existe algum d;, > 0 tal que B (z,d;) C A;; C Uies Ai. Logo, z €
in(Uies A).

> Prova de (A3). Novamente, basta mostrarmos que:

AN NA,C it (A NNA,).

Dadoz € AjN---NA, temsez € Aj, 2 € Ay, ...,z € A,.
Como cada A;,i € {1,....n}, é aberto, existem d; > 0,4 € {0,---,n}, tais que
B(z,0,) C Uy, B(1,0y) C Ay, ..., B(1,0,) C 4,
Tomando § = min{d;,....d,} > 0, tem-se B(z,0) C A; para todo i € {1,...,n} e,
portanto,
Blz,6) C AinAyNn-NA,.

Assim conclufmos que A; M-+ N A, € Open(M,d). 0

Para a préoxima proposigio, consideraremos M e N espacos métricos, dotados das
métricas dy e dy, respectivamente.

Proposigao 4.14 (Conjuntos Abertos e Continuidade). Uma fungio f: M — N ¢ conti-
nua se, e somente se, para todo aberto B C N, tem-se que A= f~'(B)={z € M: f(x) €
B} C M ¢ aberto.

Demonstragio. (=) Se f continua, entdo f continua em todo a € M. Suponhamos que
B C N seja aberto e consideremos A = f~(B) = {x € M: f(z) € B} C M.

+ Se A=, entdo A é aberto, pelo Teorema 4.13 - (A1).
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.

Suponhamos, entio, A # @. Tomemos a € A arbitrariamente. Pela definicio do
conjunto A, temos b:= f(a) € B.

Como B é aberto e b= f(a) € B, existe € > 0 tal que B(f(a),¢) C B.
Mas, f continua em a € A. Entéo, existe § > 0 tal que
f(B(a,0)) C B(f(a),¢) C B,
donde
Vi€ B(a,),fr)€B = B Cf'(B)=4 = acint(A).
Como a € A foi tomado arbitrariamente, concluimos que A é aberto.

(<) Suponhamos que A = f~'(B) seja aberto, para todo aberto B em N.
Sejam a € M, b = f(a) € N, € > 0. Sabemos que B = B(f(a),€) é um conjunto
aberto (Exemplo 4.10). Portanto, por hipétese, A = f~!(B) também ¢ aberto.
Note que
b=fl)e B = acA=f"(B).

Como A é aberto e a € A, existe § > 0 tal que B(a,d) C A. Dai,
[(Bla,9)) € B=B(f(a).¢),

mostrando que f contfnua em a € M (recorde a Defini¢io 3.1). Sendo a € M arbitrério,
podemos inferir que f é continua. 0

Observagdo 4.15. Se f: (M,dy) — (N,dy) é continua entdo a imagem inversa de
aberto é aberto pela Proposigio 4.14. Mas, isso nao é verdade para a imagem direta.
Considere a fungio real:

[ R=R, f(z) =22

0 conjunto A = (—1,1) é aberto (Exemplo 4.10), mas f(A) = [0,1) néo ¢ aberto (Obser-
vagio 4.9).

4.2 Conjuntos fechados

Definicdo 4.16 (Ponto aderente). Seja X C M. Um ponto a € M diz-se aderente
a X se d(a,X) = inf{d(a,x): z € X} = 0. Isto significa que existem pontos de X
arbitrariamente proximos de a, ou seja, para cada ¢ > 0, podemos encontrar z € X tal
que d(a,z) < e. Equivalentemente, a € M ¢ aderente a X se

« para todo € > 0, tem-se B(a,€) N X # @.
Definigdo 4.17 (Fecho). Sejam (M, d) um espago métrico e X C M. O conjunto dos
pontos aderentes de X é chamado de fecho de X e é denotado por X. Sendo assim,
aeX & daX)=0.
Observagao 4.18. Sejam X, Y subconjuntos de M. Podemos afirmar que:

(a) X C X paratodo X C M (sea€ X, entdo a é aderente a X, pois d(a, X) = 0);
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(b) seX CY C Mentdo X CY (sea € X, entdo paratodo e > 0, tem-se B(a,e)nX #
@ e, portanto, B(a,e) NY # @, implicando que a € Y, j& que B(a,e)NY D
B(a,e) N X).

Lema 4.19. Para todo ponto a € M e todo subconjunto ndo-vazio X de M, tem-se
d(a,X) = d(a,X).
Demonstragao. Inicialmente, observemos que
d(a,X) =inf{d(a.z): 2 € X} e d(a,X)=inf{d(a.7):T€ X}.

Chamando A = {d(a,2): v € X} e B = {d(a,7): T € X}, temos que A C B, pois
X C X. Portanto, inf B < inf A, ou seja,

d(0.X) < d{a, ). (1.1)

Vamos mostrar que nio vale d(a, X) < d(a, X) e, por (4.1), concluiremos que d(a, X) =
d(a, X).

Pois bem, suponhamos que d(a, X) < d(a, X). Pela definicio de fnfimo, existe 7 € X
tal que d(a,T) < d(a, X). Chamemos e = d(a, X) — d(a,T) > 0.

Como T € X, temos que d(7, X) = 0. Logo, existe 7y € X tal que d(T, ) < € =
d(a, X) - d(a,T). Sendo assim, usando a desigualdade triangular, obtemos

d(a,X) < d(a,z0) < d(a,T) + d(T,29)<d(a,T) + d(a, X) — d(a,T) = d(a, X),

0 que 6 absurdo. Portanto, devemos ter d(a, X) = d(a, X). ul
Corolério 4.20. Para todo subconjunto X C M, tem-se X=X
Demonstragao. E claro que X € X (veja Observagao 4.18 - (a)). Devemos mostrar que
XcX

Com efeito, pelo Lema 4.19, temos

X = daX)=0 = deX)=0 = acX,

de onde segue que XcXe completa a prova. [l
Definigao 4.21 (Conjunto Fechado). Um conjunto F' C M é fechado em M se seu
complementar M — F' é aberto em M.

A proposigio seguinte relaciona o conceito de fechado com o de fecho.

Proposigio 4.22. Dado F C M, tem-se F = F se, e somente se, M — F ¢ aberto. Isso

significa que F € fechado se, e somente se, F = F.

Demonstragio. (=) Suponhamos que F = F e tomemos a € M — F arbitrariamente.
Note que
0eEM-F = a¢F = ag¢F
= J>0|Bla,eNF=2
= 3>0|BlagCM-F = acit(M-F)
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de onde podemos inferir que M — F C int(M — F) e, consequentemente, M — F' é aberto
(Observagdo 4.12).
(<) Suponhamos que M — F seja aberto e tomemos a € F arbitrariamente.
Note que
a€F = Ye>0, temse B(a,e)NF#92
= Ye>0, temse Bla,e)¢ M-F = a¢it(M-F)=M-F
= a€el

de onde podemos concluir que F C F e, consequentemente, F = F. [l
Corolario 4.23. Para todo X C M, X ¢ um conjunto fechado.

Demonstragio. Segue do Corolério 4.20 e da Proposicao 4.22. No entanto, adicionamos
uma demonstragéio alternativa abaixo.
Devemos mostrar que o complementar de X, M — X, é aberto em M. E o que faremos
a seguir.
Note que
aeM-X & a¢X
& J>0[Bla,enX=0
& F>0[BagcM-X & acit(M-X).

Dat, podemos concluir que M — X é aberto, pois int(M — X) é aberto (veja a Propo-

sigao 4.11 - (c) e a Observagdo 4.12) e M — X = int(M - X). a
Proposicao 4.24. X C M ¢ fechado se, e somente se, 0X C X.
Pela Proposicao 4.6, temos
M =int(X)U0X Uint(M - X), (42)

sendo a unido acima disjunta.
No Corolario 4.23 vimos que

M=X =int(M - X). (43)
Sendo assim, de (4.2) e (4.3) segue que

X = int(X) UX, (1.4)

sendo a unido disjunta, uma vez que M = X U (M - X).
(=) Se X é fechado, entdo X = X e, por (4.4), temos

0X CX.

(<) Suponha que 9XC X e, por absurdo, admita que X néo é fechado. Entdo, existe
a€X - X. Como a € X, para todo € > 0 tem-se

Bla,e)N X # 2.

Ademais, B(a,¢) N (M - X) # @, pois a € B(a,e) N (M - X). Logo, a € 0X e, como
0XC X, a€ X, oqueestd em contradigao com a suposicao feita. Dessa forma, podemos
inferir que X ¢ fechado se 9XC X, completando a prova.
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Exemplo 4.25. Num espaco métrico M, toda bola fechada Bla,r] ¢ um subconjunto
fechado.

Para provar essa afirmagdo, vamos mostrar que o complementar de Bla,r| em M ¢é
um conjunto aberto e assim obter o resultado.

Com efeito, tomemos arbitrariamente z € M — Bla, r]. Entdo,

d(zg,a) >r = d(wg,a) =1 >0.

Seja & = d(zg,a) — r > 0. Afirmamos que B(zo,d) C M — Bla,r]. De fato, dado
y € B(,0), temos
dy,z0) <0 = =d(y,z) > 0.
Dai,

d(y,0) "= d(a.y) > d(a, ) - d(zo,y) > d(a, 1) 6 = dla z0) ~ dla, 70) + 7 =,
donde y € M — Bla,r]. Portanto, como B(xy,d) C M — Bla,r], concluimos que z &
ponto interior de M — Bla, ] e, consequentemente, que M — Bla, 7] é aberto.

Exemplo 4.26. Todo subconjunto finito F = {ay,as,a3,...,a,} C M & fechado.

Para provar que F ¢ fechado, vamos mostrar que F = F. E claro que F ¢ F
(Observagao 4.18 - (a)). Resta-nos verificar que F C F.

Com efeito, suponha que a € F — F. Entdo,

d(a, F) = inf{d(a,a1),d(a, a), d(a,a3),. .., d(a, a,)}
=min{d(a,a1),d(a,a),d(a,a3),...,d(a,a,)} >0,

pois a # a; para todo i = 1,...,n, j& que a ¢ F. Portanto, a ¢ F, o que é absurdo.
Sendo assim, se a € F devemos ter a € F. Logo, F = F.

O conjunto de todos os fechados de um espago métrico (M, d), que denotaremos por
Closed (M, d), contém sempre os conjuntos @ e M, bem como ¢ fechado sob algumas
operagoes de conjuntos: unido finita e intersecdo qualquer. Para provar essas afirma-
goes, usaremos a definigio de conjunto fechado (Definigio 4.21), as Leis de De Morgan
(recordadas abaixo) e o Teorema 4.13.

Lema 4.27 (Leis de De Morgan). Sejam M um conjunto e {F;},; uma familia de sub-
conjuntos de M. Tem-se:

(DML) M = (Uier Fi) = Mier (M = F) ;
(DM2) M = (s F) = Uies (M = F).

Demonstragio. > Prova de (DM1). Temos que

IEM—(UF,) s z¢UF
el iel
& Yiel,z¢F
& Viel,zeM-F

& z€()(M-F).

i€l
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> Prova de (DM2). Temos que

xeM—(ﬂFl>

€l

813

v¢VF

i€l
& Jigel|z¢F,
& Jigel|zeM-F,
& ze|JM-F.

i€l

0
Teorema 4.28. Seja Closed (M, d) o conjunto de todos os subconjuntos fechados de M,

isto é:
Closed (M,d) = {F C M: F ¢ fechado}.
Closed (M, d) tem as sequintes propriedades:
(F1) @, M € Closed(M, d).
(F2) Se {Fi},¢; ¢ uma familia qualquer de fechados, ou seja, se {Fi},.; C Closed(M, d)
entdo (e; Fi € Closed(M, d), ou seja, Nicy Fi é um subconjunto fechado de M.
(F3) Se F,.... F, € Closed(M, d), entdo FU---UF, € Closed(M,d), ou seja, F;U---U
F, é um subconjunto fechado de M.

Demonstragio. > Prova de (F1). Basta observar que os complementares de @ e M em M
(M ¢ @, respectivamente) séio abertos em M (veja o Teorema 4.13 - (A1)).
> Prova de (F2). Se {Fi},.; ¢ uma familia de subconjuntos fechados de M, entéo

{M - F},; ¢ uma familia de subconjuntos abertos de M. Pelo item (A2) do Teo-
rema 4.13, segue que

JM-F,

i€l
6 um subconjunto aberto de M. Mas, pela Lei de De Morgan (DM2), temos que

M—(ﬂE) =JM-F

i€l i€l
¢ um subconjunto aberto de M. Logo, (;¢; F; ¢ um subconjunto fechado de M.

> Prova de (F3). Temos que M — Fy,...,M — F, sdo subconjuntos abertos de M.
Pelo item (A3) do Teorema 4.13, sabemos que

NM-F,

i=1

6 um subconjunto aberto de M. Pela Lei de De Morgan (DM1), temos que

M- (UF,) =M-F
i=1 i=1
¢ um subconjunto aberto de M e, portanto, U, F; é um subconjunto fechado de M. O

Observagao 4.29. “Fechado” ndo ¢ o contrério de “aberto”. Quando um conjunto néo é
fechado, no se pode concluir que ele é aberto. Por exemplo, o conjunto Q dos racionais
ndo ¢ fechado nem aberto em R. Ha mesmo casos de conjuntos que sio ao mesmo tempo
fechados e abertos: o vazio e o espaco inteiro sdo exemplos disso.
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Para a préxima proposicio, consideraremos M e N espagos métricos, dotados das
métricas dy e dy, respectivamente.
Proposicao 4.30 (Conjuntos Fechados e Continuidade). Uma fungio f : M — N ¢
continua se, e somente se, a imagem inversa [~ (F') = {x € M: f(z) € F'} de todo
subconjunto fechado F' C N em N € fechado em M.
Demonstragio. (=) Se F' é fechado em N, entdo N — F' é aberto em N. Como f é
continua, temos, pela Proposicio 4.14, que

fUN=F)={veM: f(z) €N~ F}éaberto em M.
Mas, note que
fAN-F)={zeM: f2)eN-F}={zeM: f)¢ F'}=M-f(F).
Portanto, M — f~1(F") é aberto em M e, consequentemente, f~*(F") é fechado em M.
(<) Dado A C N aberto, temos que N — A é fechado. Por hipétese, (N — A) é
fechado em M. Mas,
fAN-A)={zeM: fz) eN-A}={zeM: f(x) ¢ A} = M- f(A).

Assim, M — f~Y(A) é fechado em M e, portanto, f~'(A) 6 aberto em M. Logo, pela
Proposiio 4.14, f é continua. O

Definicéo 4.31 (Ponto de Acumulagdo). Sejam X C M e x5 € M. Dizemos que zg é
um ponto de acumulagdo de X se para todo § > 0, o conjunto X N B (x,d) sempre
contiver um ponto distinto de 2, ou seja, se valer

(V9> 0) (B (x0,0) — {ao}) N X #2).

Exemplo 4.32. Considere R com a métrica usual, d(z,y) = [z —y|. O ntimero 0 ¢ ponto
de acumulagao do conjunto
1
X:{—: nEN}.
n

De fato, dado qualquer € > 0, como N ¢ ilimitado superiormente, existe ny € N tal
que ng > 1/e. Equivalentemente,

1
0< —<0+e¢
Ty
~~
(3.4

e, portanto, 1/ng € XN (0—¢,0+¢€) = X N (B(0,¢)\{0}).

Definicéo 4.33 (Conjunto derivado). Seja X C M. O derivado de X, que denotamos
por X', é o conjunto de todos os pontos de acumulacio de X.

Observagao 4.34. Note que a € X' & a € X —{a}.

Finalizamos este capitulo estabelecendo uma relagio entre X, X e X',
Proposigio 4.35. Dado X C M, tem-se X = X UX' (reunido nio necessariamente
disjunta).

Demonstragio. B claro que XUX'C X . Devemos mostrar que X C X UX".

Com efeito, se a € X = X U0X, entio a € X oua € X. No segundo caso, toda
bola centrada em a tem um ponto de X necessariamente diferente de a, implicando que
aeX'. O



5 Sequéncias

Neste capitulo, sob a luz das referéncias [9, 10, 12] e [13], introduziremos os conceitos
de sequéncia, subsequéncia, sequéncia de Cauchy, além de conceitos relacionados a sequén-
cias, como limite e convergéncia. Também apresentaremos propriedades importantes de
sequéncias, especialmente as de Cauchy, a serem referenciadas no capitulo subsequente,
sobre espagos métricos completos.

Cabe informar que, ao longo deste capitulo, M denotard um espago métrico dotado
de uma métrica d. Além disso, quando considerarmos M = R, consideraremos M dotado
da métrica usual (Exemplo 2.3).

5.1 Defini¢ao e resultados basicos

Inicialmente, apresentaremos o conceito de sequéncia num espago métrico, pois no
futuro esse conceito sera utilizado para definir um espago métrico completo, componente
fundamental para apresentar o teorema de ponto fixo que estudaremos.

Definigdo 5.1 (Sequéncia). Uma sequéncia em M ¢é uma fungdo z : N = M, que
associa a cada nimero natural, um tnico ponto de M. O valor que a sequéncia = assume
para o nimero n € N serd denotado por z,, em vez de z(n), e chamado de n-ésimo termo
da sequéncia.

Para denotar a sequéncia z, podemos usar as seguintes notagoes:
Jnen 01t (7).

(21,29, ., Ty, ) OU (2,

Por outro lado, podemos escrever
{z1,29,...20,... } ou {z,: n € N} ou z(N),

para indicar o conjunto dos valores ou o conjunto dos termos da sequéncia. Este conjunto
ndo deve ser confundido com a sequéncia. A seguir veremos um exemplo que ilustra a
diferenca entre eles.

Exemplo 5.2. Seja 2 : N — R a sequéncia definida por z,, = (—1)" para n € N.
Neste caso, a sequéncia (2,),ev C R ¢ dada por (-1,1,-1,1,...), enquanto seu
conjunto de valores é {~1,1}.

Note que entre os termos , da sequéncia (z, ),y podem ocorrer repeticoes, isto é,

pode-se ter x,, = x, para m # n. Quando a aplicacio = : N — M for injetiva, ou seja,
quando m # n = @, # x,, diremos que (2, )nen ¢ uma sequéncia de termos distintos.

44
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Definigdo 5.3 (Sequéncia limitada). Uma sequéncia (z,)nen em M é dita ser limi-
tada quando o conjunto dos seus termos ¢ limitado, isto ¢, quando existe ¢ > 0 tal que
(@, x,) < ¢ para quaisquer m,n € N.

Exemplo 5.4. A sequéncia (z,)uen C R definida por z, = (—1)" para todo n € N é
limitada, pois
Ay, 2,) =0 ou d(zy,z,)=2

para quaisquer m,n € N.

Definicdo 5.5 (Subsequéncia). Seja « : N = M uma sequéncia em M. Seja também
% : N = N uma fungio estritamente crescente (ou seja, k(m) < k(n) se m < n). Entdo,
a fungdo z ok : N — M ¢é dita ser uma subsequéncia de x. Equivalentemente, uma
subsequéncia de (1, ),y € uma restrigio da aplicagio n +— z, a um subconjunto infinito
N={n<ny<ng< - <m<-}pdeN

Para denotar uma subsequéncia de (z,,),en, usamos as notagoes:

(T g Tngs oy Ty ) O () OU (&, e

Exemplo 5.6. Seja (z,)nen a sequéncia dos nimeros naturais, x,, = n para todon € N.
A sequéncia dos ndmeros naturais pares (z,)ew, com N' = {2n: n € N}, ¢ uma sub-
sequéncia de (z,)nen.

Exemplo 5.7. Seja (2,)qen a progressio aritmética de termo inicial a e razao r. A
progressao aritmeética (yy )xen de termo inicial a e razao 2r é uma subsequéncia de (z,,)nen.
De fato, tomando ny = 2k — 1, com k € N, obtemos

Ty, =a+(m—1r=a+2k-2)r=a+k-1)2r) =y

Definigdo 5.8 (Limite de sequéncia). Seja (z,,),ex uma sequéncia em M. Dizemos que
a € M é o limite de (2,),en se, para todo € > 0, existir ng € N tal que

nzny = d,a)<e

ou equivalentemente
d(,,0) <€, Yn>mng.

Esta importante defini¢io significa que, para valores muito grandes de n, os termos
1, tornam-se e se mantém tao proximos de a quanto se deseje. Mais precisamente,
estipulando-se uma margem de erro € > 0, existe um indice ng € N tal que todos os
termos ,, da sequéncia com indice n > ny sio valores aproximados de a com erro menor
do que e.

Se a € M for o limite de (z,,),en, usaremos as seguintes notagdes para denotar este
fato:

a=limz, oua= lim z, ouz, - a
n—0o0

Neste caso, diremos que (z,),ey converge ou tende para a e que (z,,),ex é convergente.
Se (2)nen ndo for convergente, diremos que (2,),en ¢ divergente.
Simbolicamente, escrevemos a Definicao 5.8 da seguinte forma:

a= limmn©Ve>0, Ing € N|n > ng = d(z,,0) <e
00
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Exemplo 5.9. Toda sequéncia constante em M ¢ convergente.
Com efeito, seja (2, )nen a sequéncia definida por z, = ¢ para todon € N, onde ¢ € M.
Para todo € > 0, temos

d(zy,c) =d(c.c)=0<e¢, YneN.
Logo, nh_]& I, =c
Exemplo 5.10. A sequéncia (z,),en C R, dada por z,, = 1/n para todo n € N, converge

para 0, ou seja, lijn 1/n=0.
%0
Com efeito, dado € > 0, existe ng € N tal que
1
ng> -,
€
uma vez que N ¢ ilimitado superiormente. Dai,

1
—<e 5.1
o <e (5.1)

Por outro lado, a sequéncia (1/n),, . ¢ decrescente. Dessa forma, temos

1 1
nzn = -<—. (5.2)
no g

De (5.1) e (5.2), obtemos

implicando que lim 1/n=0.

Proposicao 5.11. Uma sequéncia (z,,)uex em M converge para a € M se, e somente se,
toda subsequéncia de (2,)qen converge para a.

Demonstragdo. (=) Suponhamos que z, — a. Seja (yj)yen uma subsequéncia de (z, )nen,
isto é, yi = &, (Vk € N) para alguma sequéncia (ny)ren C N estritamente crescente.
Vamos mostrar que y — a. Para tanto, consideremos € > 0 qualquer. Como z,, = a,
existe ng € N tal que
nzng = d(z,a)<e (5.3)

Como (ng)gew C N é estritamente crescente e N ¢é ilimitado superiormente, existe
K €N tal que
k>K = m>ng (54)

De (5.3) e (5.4) segue que
kE>K = dy.a)<e

provando que (yx)ken converge para a.
(<) A reciproca é imediata, pois (2,),en é subsequéncia de si mesma. 0

Proposigao 5.12 (Unicidade do limite). Seja (x,,)nen uma sequéncia em M. Se (z,)nen
€ convergente em M, seu limite € iinico.
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Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que a = "ll_{go T, eb= "1520 Ty, com a,b € M,
a #b. Pela definicdo de limite, dado € = d(a,b) > 0, existem ny,n, € N tais que

d(wn,a) < % Yn2>n,
dlaa.b) < % Yo n,. (5.5)
Tome ng = max{ny,ny}. Claramente, ng > ny e ng > ny. Dad, por (5.5), temos

€ €
(2, 0) < 3 e d(zy,b) < 7

Portanto,
(M4) e ¢
0<e=d(ab) < da,zy)+d(@,,b) < 3t5=6
o que ¢ absurdo. Logo, devemos ter a = b. O

Corolario 5.13. Seja (2,)nen uma sequéncia em M. Se (x,)nen possui duas subsequén-
cias que convergem para valores distintos, (x,)aen € divergente.

Demonstragdo. Se existisse lim x, = a entdo toda subsequéncia de (2,)nen convergiria
00
para a. Portanto, nenhuma subsequéncia de (z,, ),y possuiria limite diferente de a. O

Proposicao 5.14. Se o espago métrico M possui pelo menos dois pontos distintos a, b
entdo existe em M pelo menos uma sequéncia divergente.

Demonstragio. Vamos definir z,, = a para n fmpar e z,, = b para n par. Nenhum ponto
¢ € M pode ser limite da sequéncia (a,b,a,b,a,b, ...) assim obtida.

Com efeito, se tomarmos
d(a,b)
e=——,
2
nenhuma bola aberta de raio € poderd conter ambos os pontos a e b.
Assim, ndo existe ng tal que z,, € B(c,€) para todo n > no, qualquer que seja ¢ €

M. O

Proposicao 5.15. Seja (z,)uen uma sequéncia em M. Se (z,)uen € convergente, entdo
(2n)nen € limitada.

Demonstragio. Suponha que lHn 1, = a. Para € = 1, temos que existe ng € N tal que
=3
nzng = d(z,a) <l = w,€B(l).

Note que
Ty € {21,29,..., 2,0} UB(a,1), VneN,

ou seja, o conjunto dos termos de (z,)nen estd contido na unido de dois conjuntos li-
mitados (veja Exemplos 2.40 e 2.41) e, portanto, contido num conjunto limitado (veja
Proposicdo 2.42). Isso implica que (z;,)ney ¢ limitada. O

Observagao 5.16. Toda sequéncia convergente em M ¢ limitada, mas a reciproca ndo
6 vélida. A sequéncia de nimeros reais ((—1)"),ey ¢ limitada, mas ndo é convergente,
pois tem duas subsequéncias que convergem para valores distintos, a saber, ((=1)2""1),cy
(que converge para —1) e ((=1)*"),en (que converge para 1).
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5.2 Continuidade e sequéncias

Nesta subsegio, exibiremos o Critério Sequencial para Continuidade (conceito visto
no Capitulo 3), que serd importante para a demonstragio do Teorema do Ponto Fixo de
Banach. Para prova-lo, usaremos o seguinte lema.

Lema 5.17. Seja a € M. Se para cadan € N egiste z,, € M com d(z,,a) < 1/n, entio
Ty = .

Demonstragio. Como N é ilimitado superiormente, dado e > 0, existe ng € N tal que
ng > 1/e. Dal, 1/ng < ce

1 1 1
nxng = —<— = dr,)<-<—<e¢

Ny n o ny

==

de onde segue que z, — a. u]

Na préxima proposicdo, consideraremos M e N espagos métricos, cujas métricas de-
notaremos por dy; e dy.

Proposicao 5.18 (Critério Sequencial para Continuidade). Uma fungio f: M — N €
continua em a € M se, e somente se, para toda sequéncia (x,)nen em M tal que z, = a,

tem-se f(z,) = f(a).

Demonstragio. (=) Vamos, inicialmente, supor que f é continua em a e considerar
(2n)nen uma sequéncia arbitraria em M tal que x, — a.

(i) Pela continuidade da f em a, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
dy(z,a) < = dy(f(2), f(a)) <e.

(if) Como z, — a, para tal § > 0, existe ng € N tal que dy(z,,a) < §, para todo
n 2 n.

(iii) Por (i) e (ii), concluimos que dy(f(2,),f(a)) < €, para todo n > ng, ou seja,

f(an) = fla).

(<) Vamos fazer a prova desta implicacio por redugio ao absurdo.
(i) Suponha que f nio seja contfnua em a € M.
(ii) Por (i), existe € > 0, tal que, para todo § > 0, existe z5 € M de forma que
dy(ws.0) <0 e dy(f(xs). f(a)) 2 €.
(iii) Em particular, para 6 = 1/n em (ii), existe z,, € M com

du(en,a) <1fn e dy(f(za), f(a)) > € (4).

(iv) Por (iii) e pelo Lema 5.17, temos que x, — a mas f(z,) /4 f(a) por (x), contradi-
zendo a hipotese. Logo, f deve ser continua em a.
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5.3 Sequéncias de Cauchy

Hé sequéncias que possuem a caracteristica de que seus termos vao se aproximando
uns dos outros tanto quanto se queira a medida que cresce o indice n, sio as chamadas
sequéncias de Cauchy, protagonistas da defini¢ao de espago métrico completo que veremos
no Capitulo 6. Abaixo formalizaremos esse conceito.

Definicao 5.19 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (2,),en em M é uma sequéncia
de Cauchy quando, para todo € > 0, existe ng € N tal que

mnzny = dg,z,) <e

ou equivalentemente
d(y,z,) <€, Ym,n>n.

1
Exemplo 5.20. A sequéncia (z,),en C R, dada por z, = o é de Cauchy.
Com efeito, vimos que JLHQIQ 1/n = 0 (Exemplo 5.10). Portanto, dado € > 0, existe
n € N tal que

1 1 ¢
nzn = |[—-0=-<-=.
n no 2
Dai,
1 1 1 1 € ¢
mnzny = ‘777§7+7<7+7:e.
m nl m n 2 2

Proposicao 5.21. Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy em M ¢é também de
Cauchy.

Demonstragio. Tome (2, )nen uma sequéncia de Cauchy e (z,, )ren uma subsequéncia
qualquer de (z,)nen.
Como a sequéncia (2, )nen ¢ de Cauchy, dado € > 0, existe ng € N tal que

mn2ny = @, ,) <e (5.6)

Sendo (2, )rew uma subsequéncia de (x,),en, temos que os indices ny, sdo mimeros
naturais tais que ny < ng < ng < -+ < n < ---. Como N é ilimitado superiormente,
existe ny, € N tal que ng, > ng.

Dessa forma,

Mgy 2 Mg = Mg, ng > g (5.7)

Logo, por (5.6) e (5.7), concluimos que
mong 2 ng, = AT, 1) <€

de onde segue que (z,, )yen é de Cauchy.
O

Quando uma sequéncia num espago métrico M converge para um ponto a € M, seus
termos se aproximam de a tanto quanto se queira para valores grandes de n. Isso nos faz
deduzir que, consequentemente, eles devem se aproximar um dos outros tanto quanto se
deseja também para valores grandes de n. Provaremos este fato a seguir.

Teorema 5.22. Toda sequéncia convergente em M é de Cauchy.
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Demonstragio. Suponhamos que (z,),en Seja convergente e seja a = nlggc T Assim,
dado € > 0, existe ng € N tal que

d(zy,0) < % Y > ng.

Portanto,
(. 20) < d(@, ) +d(a,2,) < % + g =€ Ym,n>n,

de onde segue que (z,),ex é de Cauchy. O

Observagdo 5.23. E importante observar que nem toda sequéncia de Cauchy em M é
convergente em M.

Por exemplo, existem sequéncias de nimeros reais racionais que convergem para um
niimero real irracional, como a sequéncia de racionais definida por x, = (14 1/n)" para
n € N, que converge para o nimero irracional e - veja [10]. Sendo essa sequéncia con-
vergente em R, ela é de Cauchy em R e, consequentemente, em Q. No entanto, ela nao
converge em Q.

Por meio da préxima proposigdo, constataremos que toda sequéncia de Cauchy num
espago métrico ¢ limitada.

Proposicao 5.24. Toda sequéncia de Cauchy em M é limitada.

Demonstragio. Seja (2,)nen uma sequéncia de Cauchy. Entdo, para e = 1, existe ng € N
tal que
A2, 2,) <1, Ymyn > ng.

Assim, o conjunto
A= {T0y, Tnge1, Tngra - }
6 limitado e tem diAmetro menor ou igual a 1, pois d(z,,, z,) < 1 para quaisquer m,n > ng,
implicando que
diam A = sup{d(z,, z,): m.n > ne} < 1.

O conjunto
também ¢ limitado, posto que ¢ finito (Exemplo 2.40).

Como (2, )nen C AUB e AU B é um conjunto limitado (Proposigo 2.42), concluimos
que (2, )yen ¢ limitada. .

Observagao 5.25. A reciproca do Teorema 5.24 ndo ¢ verdadeira. De fato, a sequéncia
de nimeros reais

1, n fmpar
T, =4 P (Ta)nen = (1,0,1,...)
0, n par

6 limitada, mas nio é de Cauchy, j& que d(z,,,,1) = 1 para todo n € N.

Proposicao 5.26. Se (z,,)ner € uma sequéncia de Cauchy em M e possui uma subsequén-
cia convergente (para a), entdo (z,)uen também converge (para a).

Demonstragao. Por hipdtese, temos que
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o (2y)nen 6 de Cauchy em M;
o Existe uma subsequéncia (x,, )ken de (2, )nen tal que z,, — a € M.
Afirmamos que lim z,, = a. De fato, tome € > 0.
oo
(i) Como @, — a, existe p € N tal que d(z,,, a) < ¢/2, sempre que n; > p.

(if) Como (z,)nen ¢ de Cauchy em M, existe ¢ € N tal que d(2,,, z,,) < €/2, sempre que
mn 2 q.

(iii) Tome ng = max{p, q}.

(iv) Como N ¢ ilimitado superiormente, existe ny € N tal que ny, > ng. Por (i) e (i),
temos que

(M) € €
d(zy,0) < d(2y,2,) +d(2,,,0) <5tg=e Yn > ng. 0

5.3.1 Continuidade uniforme e sequéncias de Cauchy

Sejam (M, dy) e (N, dy) espacos métricos. Pela Proposicio 5.18, podemos afirmar
que se (1, )pen 6 uma sequéncia em M tal que z, = a € M e f: M — N é contfnua em a,
entdo f(z,) = f(a) em N. Se (z,)nen for uma sequéncia de Cauchy em M e f: M — N
for continua, poderemos afirmar que (f(z,))nen ¢ uma sequéncia de Cauchy em N? A
resposta é ndo. Vejamos os proximos exemplos.

Exemplo 5.27. Seja f: (0,1] = R a fungiio continua definida por f(z) = 1/z para
e (0,1).

Embora a sequéncia (2,),en dada por 2, = 1/n para n € N seja de Cauchy (Exem-
plo 5.20), a sequéncia (f(z,))uev dada por f(z,) =n para n € N ndo é de Cauchy, pois
ndo ¢ limitada (Proposicio 5.24).

Exemplo 5.28. Seja g: (0,1] = R a fungio continua definida por g(z) = cos(1/z) para
ze(0,1).

A sequéncia (2,)nen dada por z,, = 1/nm para n € N é de Cauchy, uma vez que é
convergente em R (Proposicdo 5.22) - é fécil ver que z,, = 1/nm — 0. No entanto, a
sequéncia (g(2,))nen dada por g(z,) = cosnm = (=1)" para n € N ndo é de Cauchy, pois
d(y,2,41) = 2 para todo n € N.

Por outro lado, se (2,)qen for uma sequéncia de Cauchy em M e f: M — N for
uniformemente continua, entao (f(z,))nen serd uma sequéncia de Cauchy em N. Antes
de provarmos essa propriedade, veremos a definigio de continuidade uniforme ainda nio
introduzida e um exemplo para ilustrar esse conceito.

Definigao 5.29 (Convergéncia Uniforme). Dizemos que f: M — N é uniformemente
continua se, para todo € > 0 existe d > 0 tal que

2,y €M, dy(z,y) <0 = dy(f(z), f(y) <e

Exemplo 5.30. Toda funcio f: M — N lipschitziana ¢ uniformemente continua.
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De fato, se f é lipschitziana (veja a Definigdo 3.3), entdo existe ¢ > 0 tal que
dy(f(z), fy) < c-duley) VoyeX.
Sendo assim, dado € > 0, existe § = ¢/c > 0 tal que

nyeX e dylry)<d = dy(f(z). f(y) <c-dylz,y) <c-d=c-

€
- =€
c

de onde segue que f é uniformemente continua.

Observagdo 5.31. Claramente, toda fungdo uniformemente continua é continua, mas
nem toda fungdo continua é uniformemente continua. A fungio f: R — {0} — R dada
por f(z) = z/|z| para  # 0 & continua, mas ndo ¢ uniformemente continua. De fato,
note que
-1, <0
fe) 1, z>0.

Se € < 2, entdo para todo d > 0 pode-se obter z; e ys em R tais que |25 — ys < &
mas |f(z5) — f(ys)] > €. Com efeito, se x5 = §/4 e ys = —0/4 entdo |15 — ys| = 6/2 < &
e f(zs) = Le f(ys) = -1, donde |f(x5) — f(ys)] = 2 > €. Isso mostra que f ndo ¢
uniformemente continua.

No entanto, f 6 continua em R — {0}. Com efeito, fixando zy < 0 e tomando € > 0
arbitrariamente, temos que existe 4 > 0 tal que (zg — 4,29 + §) C (—00,0), posto que
(—00,0) ¢ um conjunto aberto. Se z € (zy -,z +d) C (-00,0), entdo

/(@)= fl)l = [-1-(-1)] =0 <e

Dessa forma, vemos que f é continua em ). De forma analoga, se fixarmos z; > 0 e
tomarmos € > 0 arbitrariamente, existe d > 0 tal que (z; — §,21 + 8) C (0, +00), posto
que (0, +00) é um conjunto aberto. Se x € (x; — d,21 + ) C (0, +00) entéo

@)= Sl =L-1]=0<¢
donde f é continua em ;.

Proposicao 5.32. Se (z,)nen ¢ sequéncia de Cauchy em M e f: M = N € uniforme-
mente continua, entdo (f(z,))nen € de Cauchy em N.

Demonstragio. Seja ¢ > 0. Como f é uniformemente continua, existe § > 0 tal que

d(w,y) <d = d(f(2),fy) <e

Como (2, )peny ¢ uma sequéncia de Cauchy em M, para tal § > 0, existe ng € N tal
que,
Ymn2ng = Az, e,) <0

Dessa forma,
Ymn2ny = d(f(zn), f(z,) <€

de onde segue que (f(x,))nen é uma sequéncia de Cauchy em N.
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5.4 Particularidades de sequéncias de niimeros reais

Nesta secdo, vamos considerar somente sequéncias no espaco métrico M = R, no
qual consideraremos a métrica usual (Exemplo 2.3). Os resultados desta secio serdo
importantes para concluir que R é um espago métrico completo.

O primeiro resultado que abordaremos fornecer-nos- condigoes suficientes para a con-
vergéncia de uma sequéncia de ntimeros reais. Para compreender sua demonstracdo, pre-
cisaremos dos conceitos de supremo e fnfimo' de um conjunto limitado de nimeros reais
e da definicdo de sequéncia mondtona, exposta a seguir.

Definigdo 5.33. Uma sequéncia (z,),cy em R serd dita crescente quando z, < z,1;
para todo n € N. Quando z, < ,41 para todo n € N, a sequéncia serd dita ndo-
decrescente. Analogamente, quando z,, > z,.1 para todo n € N, a sequéncia serd dita
decrescente. Ela serd dita ndo-crescente quando x,, > z,4; para todo n € N.

As sequéncias crescentes, nio-decrescentes, decrescentes e nao-crescentes sao denomi-
nadas sequéncias monétonas.

Teorema 5.34. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstragdo. Para fixar ideias, consideremos (z,),en uma sequéncia nao-crescente li-
mitada ¢ @ = inf{z,: n = 1,2,3,...}. Vamos mostrar que a = lim z,. De fato,
-0

dado qualquer € > 0, como a < a + ¢, 0 nlmero a + € nio é cota inferior do conjunto
{z,: n=1,2,3,...}. Portanto, deve existir ny € N tal que ,,, < a+e. Como a sequéncia
(% )nen é mondtona ndo-crescente, se n > ng entdo ,, < Ty, € portanto, T, < a,, < ate.
Como a < z,, vemos que

nzny = a—e\</a§rﬂ<a+s.
>0

Por conseguinte, 1911 T, = a, como queriamos demonstrar.
300

A demonstragdo nos casos em que () ,ey ¢ uma sequéncia ou decrescente, ou crescente
ou nao-crescente ¢ feita de modo andlogo, por isso nos permitiremos omiti-la. O

Agora, nos concentraremos em provar o Teorema de Bolzano-Weierstrass, o qual ga-
rante que toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia convergente.
Mas antes de abordarmos o referido resultado, introduziremos um novo conceito. Dizemos
que um termo z,, ¢ destacado da sequéncia (2,),en quando

Iny 2 T, para todop > ny.

Por exemplo, z; =1 é um termo destacado da sequéncia (1/n), -

Teorema 5.35 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de mimeros
reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragio. Para provar este resultado, vamos mostrar que toda sequéncia limitada
(2n)nen de miimeros reais possui uma subsequéncia monétona. Pois bem, seja (2,),en C R
uma sequéncia limitada arbitraria.

Dado um subconjunto X nio vazio de R, o infimo de X (inf X) é a maior cota inferior de X e o
supremo de X (sup X) é menor cota superior de X. Para mais detalhes e propriedades, veja [10].
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Seja D C N o conjunto dos indices n tais que z,, 6 um termo destacado. Se D for um
conjunto infinito,
D={n<ny< - <mog <mp <o}y

entdo a subsequéncia (z, )¢ p serd mondtona nio-crescente. De fato, como x,,, é destacado
€ ny > ny, segue que
Tny 2 Ty

De forma andloga, como x,, ¢ destacado e ng > ny, temos
Ty 2 Ty

Sucessivamente, concluimos que
Ty 2 Tny,

jé que x,, ¢ destacado e ny > ny_; para todo k € N.
Em contrapartida, supondo D finito, tomemos n; € N maior do que todos os n € D.
Entéo x,, nio ¢ destacado. Logo, existe ny > n tal que

Loy < Ty

Como ny > ny, temos que ny ¢ D e, portanto, 2, ndo é destacado. Sendo assim, existe
ng > ny tal que
Ty < Lpye

Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma subsequéncia crescente 2, < n, < Ty, <
e <y < de (2 pen

Nos dois casos (em que D é finito e D é infinito), (z,),en possui uma subsequéncia
mondtona limitada. Tal subsequéncia ¢ convergente pelo Teorema 5.34. Isso completa a
prova. 0

Para concluir esta segao, vamos mostrar que toda sequéncia de Cauchy em R é con-
vergente, ou seja, mostraremos que, em R, vale a reciproca do Teorema 5.22.

Teorema 5.36. Toda sequéncia de Cauchy em R é convergente.

Demonstragio. Seja (z,)nen uma sequéncia de Cauchy arbitraria em R. Para cadan € N,
defina

Uns Tt 1y Tt 2, -«

Note que
XiDX;D X530 0X, D0

Ademais, como (z,)nen é de Cauchy, (z,)nen é limitada (Proposicao 5.24) e, portanto,
cada X, é limitado, possuindo , portanto, supremo e infimo.
Seja a,, = inf X,,, para cada n € N. Observe que

a<ag<ag<<a, < <h=sup Xy,

Assim, a sequéncia (g, )nen € limitada e mondtona em R e, pelo Teorema 5.34, é conver-
gente. Seja a = lima,,.

Afirmagao: a = limz,,.

Sendo (z,,) de Cauchy, dado € > 0, existe n; € N tal que
€

mnzn = |r,— ) <3

(55)
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Sendo a = lim a,, existe ny € N tal que
€ €
nzn = a-z<0, <ot (5.9)
3 3
Tome ny = max{ny,no}. Entéio, de (5.8) e (5.9) segue que
€
mnzng = |on— 1)< 3 (5.10)
e
€ €
nzngy = a—§<an<a+§, (5.11)
Como a,, = inf X,,, fixado n > ng, existe 2 > n > ny tal que
€
a, < 27 <tz (5.12)
Por (5.10), (5.11) e (5.12), concluimos que
€ € €
nzng = |, —d <, — za| + o — 0] + |an - af <§+§+§=e,
ou seja, x, = a, 0 que completa a demonstragao. 0



6 Espacos métricos completos e
espacgos de Banach

Neste capitulo vamos exibir o conceito e algumas propriedades de espagos métricos
completos, bem como de espagos de Banach, de forma a completar os pré-requisitos ne-
cessdrios para apresentar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e suas aplicagoes. As
referéncias que fundamentam a teoria apresentada aqui sio [2, 9, 10, 12, 13] e [16].

6.1 Espagos métricos completos

Para introduzir o conceito de espago métrico completo, vamos considerar novamente
a sequéncia (z,),en de niimeros racionais, dada por z, = (1+1/n)" para n € N, conver-
gente para o ntimero irracional e, mencionada na Observagdo 5.23. Sendo convergente, tal
sequéncia é de Cauchy (conforme vimos no Teorema 5.22). Como a definigao de sequéncia
de Cauchy nao faz mencdo ao limite, mesmo se s conhecéssemos niimeros racionais, ainda
estarfamos de acordo que (z,),en 6 de Cauchy. Porém, neste caso, nio serfamos capazes
de mostrar a existéncia do limite em Q. Ou seja, se considerassemos apenas nimeros
racionais, nao seria possivel mostrar que toda sequéncia de Cauchy é convergente.

J& que sequéncias de Cauchy em R sio convergentes (Teorema 5.36) mas podem nio
ser em (Q, isto deve estar relacionado & completeza - recordando que Q néo é um corpo
completo’. Espacos métricos em que toda sequéncia de Cauchy é convergente sio deno-
minados completos, conforme formalizaremos a seguir.

Definicéo 6.1 (Espago métrico completo). Um espago métrico (M, d) é dito ser com-
pleto se toda sequéncia de Cauchy em M convergir em M.

Observagao 6.2. Pela disc
espago métrico completo.

sio acima e pela Definicao 6.1, reiteramos que Q ndo é um

Levando em conta a Definigio 6.1, observamos que, em um espago métrico completo,
para garantirmos que uma sequéncia converge, basta analisarmos se a mesma ¢ de Cauchy,
o que pode ser feito apenas estudando a distancia entre elementos de (2,),en.

O Teorema 5.36 permite-nos exibir o seguinte exemplo.

Exemplo 6.3. A reta real, (R, |- |), ¢ um espago métrico completo.

O proximo lema sera util para a proposicio subsequente. Para os dois resultados, é
importante que o leitor recorde as Definiges 4.16 e 4.17.

'Um corpo ordenado K ¢ dito ser completo se todo subconjunto nio vazio A C K, limitado superior-
mente, possui supremo em K - veja essa definicdo e a justificativa para afirmacdo feita em [10].
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Lema 6.4. Sejam X C M ea € M. Entio, a € X se, e somente se, existe uma sequéncia
(Tu)uex de pontos de X tal que o = lim .

Demonstragio. (=) Se a € X, entdo para todo n € N, existe z, € X N B(a,1/n)
(considerando ¢ = 1/n na Definigio 4.16). Isso significa que, para todo € > 0, existe
1z, € X tal que

1
d(z,,0) < o

Segue do Lema 5.17 que z,, = a.
(«=) Suponha que (z;,),ey seja uma sequéncia em X tal que z, — a. Pela definigao
de limite de sequéncia, dado € > 0, existe ng € N tal que

nzny = dx,a)<e = z,€XNBae).
Portanto, para todo € > 0, tem-se X N B(a,¢) # @, de onde segue que a € X. O

Proposicao 6.5. Um subespago fechado de um espago métrico completo é completo. Re-
ciprocamente, um subespago completo de qualquer espago métrico € fechado.

Demonstragio. Seja (M, d) um espago métrico completo.

Suponhamos que F C M seja fechado. Dada uma sequéncia de Cauchy (z,,)nen em
F, existe nlingc 2, = a € M por M ser completo. Como F' é fechado em M, segue do
Lema 6.4 que a € F. Logo, F ¢ completo.

Por outro lado, suponha que X C M seja um subconjunto completo. Vamos mostrar
que X 6 fechado. Dado a € X, pelo Lema 6.4, a = v}er; Iy, para alguma sequéncia
(Ta)nen C X. Sendo (z,)uen convergente, (z,)ney ¢ de Cauchy em X. Como X ¢é
completo, (2,)nen converge em X. Logo, existe b € X tal que }ergc &, = b. Pela unicidade

do limite, concluimos que b = a e, portanto, a € X. Isso mostra que X é fechado. O

Proposicao 6.6. Sejam (M, dy) e (N, dy) espagos métricos e considere (M x N, d), onde
d € qualquer uma das métricas equivalentes que se pode munir o produto M x N (veja
o0 Exemplo 2.24). O espago (M x N,d) é completo se, e somente se, (M,dy) e (N, dy)
forem completos.

Demonstragao. (=) Se (z,),¢y ¢ uma sequéncia de Cauchy em (M, dy), entdo para cada

%0 € N, (20, 10)),ey ¢ uma sequéncia de Cauchy em M x N. Com efeito, dado ¢ > 0,
como (z,),.¢y ¢ de Cauchy, existe ng € N tal que:

man>ng = d((@my0), (@ %0)) = dar (T, 20) +dy (Y0, 50) = dag (T, 70) <€

Portanto, como ((z,, §)),,¢x ¢ uma sequéncia de Cauchy e (M x N, d) é, por hipétese,
completo, segue que ((x,, o)), ¢y converge para algum ponto (z,3) € M x N. Afirmamos
que = yo. De fato, como ((,,40)),¢y converge para (z,), dado qualquer € > 0 existe
ny € N tal que:

nzm = d((zny),(2,9)) = du (20, 2) + dy (90,9) <€

e, em particular,
dy (yo.3) < €.

Como
(¥e > 0) (dy (y0,9) <€)
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segue que dy (yo, ) = 0, e como dy é métrica, segue que yo = § (por (M1)). Assim,
((2n,90)) ey converge para (z,yo) € M x N. Segue dai que, dado ¢ > 0, existe n* € N
tal que

nzn’ = d((ze,w), () = dy (2,,2) <e.

Assim,
Ty = T,
ou seja, a sequéncia (z,), . converge para um ponto 7 € M, provando que M é completo.

A prova de que qualquer sequéncia de Cauchy (y, ), ¢ em N converge se faz de modo
analogo e serd omitida.

() Se ((n, Yn)) ey ¢ uma sequéncia de Cauchy em M x N, entao (), ¢y € (Yn) e
sd0 sequéncias de Cauchy em M e em N, respectivamente. Como (M, dy) e (N,dy) sio
ambos completos, existem z € M e § € N tais que z, = Z e y, = ¥

Seja e > 0 qualquer. Como x,, = &, para o niumero €/2 > 0, existe n; € N tal que

nzn = dy(,1)< %
Como y, — ¥, para o nimero ¢/2 > 0, existe ny € N tal que
nzny = dy () < %
Considerando ng = max {ny, ny}, teremos:
nem S (o) E5) = du D)+ d () < 545 =

Segue, assim, que (2, y,) = (Z,5) € M X N.
Como (2, Yn)) ey & uma sequéncia de Cauchy qualquer em (M x N, d), segue que toda
sequéncia de Cauchy do produto carteasiano converge. Logo, (M x N, d) ¢ completo. [

Observagdo 6.7. O resultado acima pode ser facilmente generalizado para qualquer
produto finito de espagos métricos (veja [9]). Em particular, temos o seguinte exemplo.

Corolério 6.8. Para todo n € N, (]R",dj, onde d € {d,d',d"} (veja Ezemplo 2.25), é
completo.

Vamos finalizar esta se¢ao apresentando mais exemplos de espagos métricos completos.

Exemplo 6.9. Uma bola fechada Ba,r] no espago euclidiano R" ¢ um espago métrico
completo, porque é um subconjunto fechado (veja o Exemplo 4.25) do espago métrico
completo R" (veja a Proposigao 6.5 e o Coroldrio 6.8). Mais geralmente, se M é completo,
as bolas fechadas de M sdo espagos métricos completos.

Exemplo 6.10. Seja X C R. O conjunto B(X;R) de todas as funcoes limitadas de X
em R, discutido no Exemplo 2.8, ¢ completo com a métrica

ﬂ(f-g)=§2§|f(x)*g(r)\, f,9€ BX;R).

De fato, seja (f,)uen uma sequéncia de Cauchy em B(X;R). Entdo, dado ¢ > 0, existe
ng € N tal que, para quaisquer m,n > ny, temos

s fo) = 510 fult) = Ful8)] <. 1)
teX
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Assim, para todo t € X,

[fn(t) = fult)] <€, comm,n>ng

reais. Como (R, |]) ¢ completo, a sequéncia (f,(f))nen é convergente. Pelo Teorema 5.12,
para cada t € X, podemos associar & sequéncia (f,(f))en um Gnico nimero real f(t).
Isso define uma fungdo f de X em R.

Mostremos f, — f uniformemente’ e que f pertence a B(X;R).

Da expressao (6.1), quando n — oo, obtemos

€2 Jim plfn, f) = Jim sup | fn(t) - fult)
=sup|lim f,,(t) = lim f,(t)
teX n—00 n—00
=sip |fu(®) = £
=p(fu f) (m2mp).

Assim sendo, para todo ¢ € X, temos

Ifu(t) = fB)l <€ (m>no). (62)
Com isso, foi mostrado que (f,)nen converge uniformemente para f em X.
Afirmamos que f é limitada. De fato, como f,, ¢ limitada, existe K > 0 tal que
[ft) K, VieX. (6.3)
Portanto, de (6.2) e (6.3) segue que, para todo t € X, vale

[fOF <) = a0+ £ (B)] < €4 K
de onde podemos concluir que f € B(X;R).

Exemplo 6.11. O espago vetorial das fungdes continuas f: [a,b] — R, denotado por
Cla,b], é completo com a métrica’

d(f.9)= ;l[”’b] [f(t) = g(t)l,  f.g€Clab).

De fato, o Teorema de Weierstrass (veja [10, Capitulo 5]) afirma que toda fungio
continua definida num intervalo fechado e limitado ¢ limitada. Portanto, podemos atestar
que Cla, b] C B([a,b]; R) ¢ ainda que C[a, b] é um espago métrico com a métrica induzida
de B([a, 0];R).

Pela Proposicdo 6.5, para mostrar Cla,b] ¢ completo, basta provar que Cla,b] é um
subespago fechado de B([a,b];R). Para tanto, observe que se f, — f em [a,b], entdo
(fa)new converge uniformemente para f. Sendo assim, f ¢ continua por ser o limite
uniforme de fungdes continuas (veja este dltimo resultado mencionado em [10, Capitulo
12]).

Tipos especiais de espagos métricos completos seréo considerados na se¢ao seguinte.

2Dizemos que f, — f converge uniformemente se, para todo € > 0, existe ng € N tal que

nzng = |fu(t)-f(t) <e VieX.

3E sabido que toda fungdo continua definida mum intervalo fechado e limitado ¢ limitada (Teorema de
Weierstrass [10, Capitulo 5]), por isso consideramos em C|a,b] a métrica definida no Exemplo 2.8.
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6.2 Espaco de Banach

Chamamos de espago de Banach um espago vetorial normado completo. A defini¢do
formal segue abaixo.

Definigdo 6.12. Um espago normado £ é chamado espago de Banach quando é um
espaco métrico completo com a métrica induzida pela norma (veja a Proposicio 2.14).

O Coroldrio 6.8 e o Exemplo 2.15 permitem-nos introduzir o seguinte exemplo de
espago de Banach.

Exemplo 6.13. O espaco euclidiano R", com n € N, ¢ completo com as normas euclidi-
ana, da soma e do maximo. Portanto, R" é um espago de Banach.

Com o Exemplo 6.10, obtemos o seguinte.

Exemplo 6.14. O espago normado B(X;R) de todas as fungdes limitadas de X em R,
apresentado no Exemplo 2.16, com a norma

Il BXSR) 2 R, [flle = sup|f(a)]

é um espaco de Banach.
Como consequéncia da Proposi¢ao 6.5, temos o seguinte resultado.

Proposi¢ao 6.15. Sejam E um espago de Banach e F um subespago vetorial de E.
Entio, F é um espago de Banach com a norma induzida de E se, e somente se, F ¢
fechado em E.

Por fim, levando em conta o Exemplo 6.11 e a Proposico 6.11, podemos ainda afirmar
que Cla, b] é um espago de Banach com a norma de B([a, b]; R), a saber, || f[| = sup |f(t)|
t€fa,b]

para f € Cla.b].



7 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Unm ponto fixo de uma fungéio é um ponto do dominio desta fungéio que néo se altera
pela sua aplicagio, isto é, z € A é dito ponto fixo de uma fungio f: A = A se f(z) = 2.
Existem diversos teoremas que garantem a existéncia de pelo menos um ponto fixo para
fungdes que satisfazem determinadas condigoes, propostos por diversos matematicos, tais
como: Banach, Brouwer, Schauder, Kakutani e Krasnoselskii.

Para abordar os Teoremas de Ponto Fixo de Brouwer, Schauder, Kakutani e Krasno-
selskii, precisarfamos de pré-requisitos que ndo foram explorados ao longo do texto. Por
isso, ndo os apresentaremos aqui. No entanto, indicamos as referéncias [1, 6, 7] e [15] ao
leitor interessado em estudé-los.

Neste capitulo, concentrar-nos-emos em apresentar o Teorema do Ponto Fixo de Ba-
nach, contextualizando-o e provando-o. Também faremos uma pequena nota a respeito
do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Antes disso, formalizaremos o conceito de ponto
fixo e o ilustraremos com exemplos em R. As referéncias que utilizamos para confeccionar
este capitulo foram [9, 12] e [16].

Definigdo 7.1 (Ponto fixo). Seja (M,d) um espaco métrico. Um ponto fixo de uma
fungdo f: M — M é um ponto z € M tal que f(z) = .

Figura 7.1: Tlustragao de um ponto fixo de f: M — M.

M M

it

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Nos exemplos a seguir, vamos considerar M = R dotado da métrica usual.

Exemplo 7.2. A fungio f: R — R, dada por f(z) = 2 tem dois pontos fixos, que sio
os pontos 0 e 1. Note que, para z = (, temos

e para T = 1, temos
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Na Figura 7.2, os pontos fixos de f(x) = 2? estdo indicados pela intersecio dos graficos
de f e da funcdo identidade i(z) = 2.

Figura 7.2: Pontos fixos da fungo f(x) = 2%

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Exemplo 7.3. A funcio f : R — R, dada por f(z) = 2%, tem trés pontos fixos, que sio
os pontos 0,1 e —1. Note que, para 2 = 0, temos

f(0)=0*=0,
para r = 1, temos
fy=1r=1
e para ¢ = —1, temos
S = (-1 = -1

Figura 7.3: Pontos fixos da fungdo f(v) = 2°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Na Figura 7.3, os pontos fixos de f(x) = 2° estdo indicados pela intersecio dos graficos
de f e da funcdo identidade i(z) = 2.

Exemplo 7.4. A fungdo f : R = R, dada por f(z) = cos(z), possui um ponto fixo,
indicado pela intersegdo das curvas y = cos (z) e y = 2 no grafico a seguir.

Figura 7.4: Ponto fixo da fungdo f(z) = cos ().

s

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Exemplo 7.5. Claramente, 0 ¢ um ponto fixo da fungio f : R — R dada por f(z) =
sen (z), pois sen(0) = 0.

Figura 7.5: Ponto fixo da fungdo f(z) = sen (z).

6

-+

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).



Teorema do Ponto Fixo de Banach 64

7.1 Teorema do Ponto Fixo de Banach

O Teorema do Ponto Fixo de Banach pode ser usado para demonstrar resultados
importantes da Anélise, como por exemplo, resultados de existéncia e unicidade em equa-
cOes diferenciais ordindrias, equaces diferenciais parciais, equagdes diferenciais funci-
onais, além de outras aplicagdes - algumas serdo apresentadas no proximo capitulo. O
teorema recebeu o nome do matemético polonés Stefan Banach (1892-1945), que o provou
em 1922.

Para apresentar o referido teorema, precisaremos do conceito de contragdo exibido no
Capitulo 3. Portanto, solicitamos ao leitor que recorde a Definigio 3.3.

Teorema 7.6 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja (M, d) um espago métrico com-
pleto. Se f: M — M ¢ uma contragdo, entdo f possui um tinico ponto fizo.

Demonstragdo. Como [ é uma contragio, existe 0 < ¢ < 1 tal que
d(f(z), f(y)) < c-d(z,y), para quaisquer z,y € M. (7.1)

(I) Inicialmente, provemos a existéncia de um ponto fixo z para a fungio f.

Vamos tomar zg € M arbitrariamente e definir 2, = f(z9),22 = f(21),..., Ty =
f(2y1). Assim, temos uma sequéncia (z,,)nen em M, definida por recorréncia da forma
Tns1 = f (). Se x1 = f(zg) = 2o, temos validade de (I). Para continuar, vamos assumir
que 1 # g €, portanto, d(zy,z1) > 0 (M2).

Afirmagio 1. A sequéncia (z,),..; ¢ de Cauchy, ou seja, para todo ¢ > 0, existe ny tal
que d (2, ,) < €, sempre que m,n > ng.

De fato, de (7.1) segue que

d(21,22) = d(f (wo) . f (11)) < - d (o, 21)
d(a,m5) = d(f (11), f (22)) < c-d(w1,20) < - d (g, 1)
d(w3,10) = d(f (v2), f (23)) < ¢~ d(wg,5) < - d (g, 1)

Suponha por inducio que d (x4, 741) < ¢ - d (7, 1) para algum k € N. Repetindo o
processo descrito acima para o proximo termo, temos

d (v, mig2) = d(f (1) f (201)) < 00 d g 2mr) S 0 d (g, m) = M d (g, ).
Portanto, pelo Principio de Indugio Finita, obtemos
d (2, 2pp1) <" d(zg,11), paratodon € N. (7.2)
Se m > n, existe k € N tal que m =n + k. De (7.2) segue que

A (0, 2) = d (20, Tgr) < (B0, Tnp1) + d (2011, T
<A (2, Tpg1) + d(Tgr, Bogo) + -+ d(Tpgpor, Tos)
< (wg, 1) + M (g, 1) + A+ M (g, 3)
= (c" R c"*k’l) d(xg,21)

= (et + o+ d(,m). (73)
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Note que 1+ ¢+ ¢ +...+ ¢! é soma de uma progressio geométrica de k termos,
sujo primeiro termo é 1 e a razdo é ¢. Logo, seu valor! é:
(F-1)-1
c—1

Dessa forma, obtemos
1= k141

I (1 tetd o+ c’“’l) d(zg,21) = " {

onde a desigualdade se justifica pelo fato de que 1— ¢* < 1, posto que ¢ > 0.
Portanto, se m > n, por (7.3) e (7.4), temos

d(%ﬁ)] ) (7.5)

A (@ 2) <" e

Fato. lim ¢* =0.
n—00 1
Com efeito, como 0 < ¢ < 1, podemos afirmar que existe d > 0 tal que ¢ = =i

+d
Lembrando da férmula do Binomio de Newton, temos

war-§(1)e )
o=(ia) <&

Pelo Lema 5.17, comprovamos a validade do fato enunciado, ou seja, que "lgrolo " =0.
Dado € > 0, como 0 < ¢ < 1, temos

de onde segue que

€=

1-c¢
d(rn,rl)} 0
Posto que lim¢" = 0, podemos afirmar que existe ng € N tal que
nn => =|"-0<e (7.6)
Entdo, por (7.5) e (7.6), para m,n > ng, com m > n, obtemos

d(z().zl)] B { 1-¢ }([d&(),ll)] -

1-c d(x, 1) l1-c

n

d(an,2) < ¢

provando a afirmagéo de que (z,), ., ¢ de Cauchy.
Como M é completo, existe x € M tal que nh_r& I, =1.
Agora, note que:

!A férmula para obter a soma de k elementos de uma progressio geométrica finita {ay, az, ..., ax} de
razio ¢ > 0, com aj = a3 -1 6
a-(f1-1)
c—1
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(i) como f é continua em z (pois toda contragio é continua em seu dominio - Propo-
sigio 3.7), segue da Proposicdo 5.18 que le flz) = flz);

(i)

Portanto, por (i) e (ii) e pela unicidade do limite (Proposigio 5.12), conclufmos que
f(z) =z, provando a existéncia de um ponto fixo para f.

(IT) Provemos, agora, a unicidade de tal ponto fixo.

Suponhamos, por absurdo, que exista y € M tal que f(y) =y, com y # z. Sendo
assim, temos

Jim f () = lim 240 = 3.

(\M2)
0 < dr,y) =d(f(x), f(y)) <e-dlr.y).

Mas d(z,y) < ed(z,y) implica 1 < ¢, 0 que é absurdo, pois ¢ < 1. Logo, z =y.
De (I) e (II) segue o resultado. O

7.2 Nota sobre o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer foi proposto pelo matemético holandés Luitzen
E. Jan Brouwer em 1910. Ha relatos de que esse resultado teve sua origem na observagio
de Brouwer enquanto ele agitava uma xicara de café. Ao examinar com grande atengio
o movimento do liquido dentro da xicara, ele concluiu que, invariavelmente, existe pelo
menos um ponto na superficie que nao estd em movimento. B importante destacar que o
ponto fixo ndo necessariamente corresponde ao que aparenta estar estético, uma vez que
o centro da turbuléncia se desloca ligeiramente. Esse é o principio subjacente ao referido
teorema em trés dimensoes.

O enunciado para a dimensdo n do teorema é o seguinte: “Seja B = B[0,1] a bola
fechada de centro 0 e raio 1 em R™. Se f: B — B é uma funcao continua, entio f tem
pelo menos um ponto fixo, ou seja, existe pelo menos um ponto = € B tal que f(z) = 2.
Além disso, o conjunto B no enunciado pode ser substituido por qualquer subconjunto
fechado, convexo ? e limitado de um espago métrico M. Note que se o espaco métrico for
completo e f for uma contragio, estaremos nas condigdes do Teorema do Ponto Fixo de
Banach, uma vez que se B é subconjunto fechado num espago métrico completo, entdo B
6 também ¢ completo (Proposi¢ao 6.5).

A prova do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer em dimenséo n exige muitas prelimi-
nares que ndo tivemos a pretensio de abordar neste trabalho. Por essa razio, decidimos
nos limitar a exibir o teorema para o caso n = 1, que exige somente o conhecimento do
Teorema do Valor Intermediario, enunciado a seguir. Sua prova pode ser recordada pelo
leitor nas referéncias [9, 10].

Teorema 7.7 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f : [a,b] = R uma fungio conti-
nua. Se f(a) < d < f(b) (ou f(b) < d < f(a)), entio existe ¢ € [a,b] tal que f(c) =d.

Teorema 7.8 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Se f : [a,b] = [a,b] € uma fungio
continua, entao f tem pelo menos um ponto firo, ou seja, existe pelo menos um ponto
c € [a,b] tal que f(c) =c.

2Um subconjunto X de um espago métrico M ¢é convexo se, para quaisquer z,y € X e t € [0, 1], vale
(1—t)e+ty € X. Bolas abertas e fechadas (e, portanto, intervalos abertos e fechados em R) sdo exemplos
de conjuntos convexos - veja [9].
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Demonstragio. Seja g : [a,b] = R a fungiio definida por g(z) = © — f(z) para z € R.
Como a fungdo identidade i(z) = 2 ¢ continua em [, b] (veja o Exemplo 3.8) e a fungdo
& continua por hipdtese, a Proposicdo 3.13 garante que g é continua em [a,b].

Além disso, como o dominio e o contradominio de f sio iguais ao intervalo [a, b], temos

fla)>a e f(b)<h,

implicando que g(a) > 0 e g(b) < 0. Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio (con-
siderando d = 0 no enunciado do Teorema 7.7), existe um ¢ € [a, b] tal que g(c) = 0, ou
seja, f(c) =c.



8 Algumas aplicagoes do Teorema
do Ponto Fixo de Banach

Este capitulo serd dedicado a trés aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach
(Teorema 7.6). Escolhemos apresentar aplicagoes que podem ser discutidas em cursos
de graduagdo em Matematica, modalidades Licenciatura e Bacharelado, que ilustram a
aplicabilidade e a beleza da teoria de espagos métricos. Alguns detalhes de toda a teoria
para aborda-las serdo omitidos, o professor pode fazer o mesmo, desde que deixe no
aluno o conhecimento, a relevincia da teoria de espagos métricos e o desejo de estudar
Matemética.

Inicialmente, apresentaremos um problema simples de existéncia de solugio para uma
equagao nao linear em R. Em seguida, mostraremos como o Teorema do Ponto Fixo de
Banach e o buscador do Google estdo relacionados e, por fim, discutiremos como o referido
teorema se aplica ao processo de compressio de imagens.

Para construir este capitulo, tivemos como base as referéncias [3, 5, 14] e [16].

8.1 Uma aplicagdo na reta
Vamos considerar o espago métrico R dotado da métrica usual (Exemplo 2.3).
Considere a equagio nio linear
z=7sen(z) +1, (8.1)

onde 0 <y < 16 uma constante real. A equagéo (8.1) possui solugao? Ademais, se possui
solugdo, ela é unica?

Sabendo que R 6 completo (Exemplo 6.3), para utilizarmos o Teorema do Ponto Fixo
de Banach, devemos mostrar que f: R — R, dada por f(z) = ysen(z) + 1, é uma
contragdo. Pois bem, para z,y € R arbitrérios, temos

(e S1) = lsente) =sety)| =1 [ ostyt] < [* e

Como |cos (t)| < 1 para todo t € R, temos que

[ eost)dt < 1l =yl =1d(o.0)

!A propriedade da integral de Riemann usada na desigualdade pode ser verificada em [10]. A saber,
foi usada a seguinte propriedade: se h: [z,y] — R é uma funcéio integravel, entdo || também ¢é e vale
\f;’ h(t)dt| < f;’ |h(t)|dt. Cabe lembrar que a fungio h(z) = cos(z) é integrével em todo intervalo
limitado da reta.

2Para obter a desigualdade, foi usada a seguinte propriedade: se g, h: [z,y] — R sio fungdes integraveis
e g(t) < h(t) para todo t € [x,y], entio f: g(t)dt < f: h(t)dt. Neste caso, g(t) = | cos(t)| e h(t) = 1.

68
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Assim,
d(f(x). () < d(.y),
de onde segue que f é uma contragdo, posto que 0 < y < 1. Pelo Teorema do Ponto Fixo de
Banach (Teorema 7.6), f admite um tnico ponto fixo, ou seja, a equagio = ysen(z)+1
admite uma tinica solugao. Veja uma ilustragdo do problema na Figura 8.1, considerando
y=1/2.

Figura 8.1: Ponto fixo da fungdo f(z) = %scn(l‘) + 1, representado pela intersegdo dos
graficos de f e g(z) = z.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

8.2 Aplicagio ao algoritmo de classificagio de pagi-
nas do Google

A histéria da internet tem suas raizes no contexto da Guerra Fria (1945-1991), quando
as duas principais poténcias envolvidas, os Estados Unidos e a Unido Soviética, estavam
polarizadas entre os blocos socialista e capitalista, competindo por influéncia e dominio.

Com o objetivo de aprimorar a comunicagio e o compartilhamento de informagoes,
em parte devido as preocupacdes com possiveis ataques soviéticos, o Departamento de
Defesa dos Estados Unidos, por meio da ARPA (Advanced Research Projects Agency),
desenvolveu um sistema destinado a facilitar a transferéncia de dados entre individuos
geograficamente distantes. O propdsito principal era melhorar as estratégias militares.
Foi nesse contexto que surgiu o prototipo da primeira rede de internet, conhecida como
Arpanet (Advanced Research Projects Agency Network).

Assim, no dia 29 de outubro de 1969, foi realizada a primeira conexdo entre a Uni-
versidade da California e o Instituto de Pesquisa de Stanford. Este evento marcou um
momento histérico, pois representou o envio do primeiro e-mail na historia da internet.
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Apds o advento da Internet, no ano de 1993, surgiram os primeiros buscadores. Muitos
sabem dizer o que o um buscador faz, mas como ele funciona? Necessariamente todo
buscador desenvolve dois caminhos:

1. Matching: O algoritmo busca, dentre todas as paginas da Web, aquelas que contém
as palavras (ou frases) digitadas.

2. Ranking: O algoritmo seleciona quais, dentre as paginas encontradas, sio as mais
“relevantes” no passo 1, e ordena o resultado.

Note que o caminho mais objetivo é o Ranking, observe a imagem a seguir:

Em 1997 e 1998, os doutorandos em Ciéncia da Computagio da Universidade de
Stanford, Larry Page e Sergey Brin, criaram um novo buscador, o Google. O Google tinha
algo de diferente; pouco depois de seu lanamento, a revista PC Magazine o elegeu como
um dos 100 melhores sites da época e comentou que 0 Google possufa “an uncanny knack
for returning extremely relevant results”(“um talento incrivel para retornar resultados
extremamente relevantes”). nas na internet sao conectadas por hyperlinks (ou apenas
links). Podemos pensar nas paginas como nés de um grafo® direcionado e nos links como
as arestas. A ideia é simples: a quantidade de links que chegam e que saem de uma pégina
devem dizer alguma coisa sobre a relevancia dela.

Figura 8.2: Péginas conectadas por links.

\ .
i 0

Fonte: Adaptado de [3].

A proposta do Google consiste em avaliar a relevancia de uma pagina com base na soma
das relevancias das paginas que fazem referéncia a ela, e essa soma ¢ entéo dividida pelo
nimero de links que essas paginas fornecem, ou seja, cada pagina contribui de maneira
igualitaria para a relevincia das paginas as quais ela se refere. Portanto, podemos inferir
que se uma pagina recebe referéncias de paginas consideradas significativas, ela também
deve ser considerada relevante.

Vamos constatar que o Teorema Ponto Fixo de Banach (Teorema 7.6) garante a via-
bilidade da proposta dos criadores do Google.

Com efeito, seja H um grafo direcionado, com nds 1,2, ..., n. O objetivo da proposta
do Google é, para cada 16 1, atribuir um valor real x; que traduza a relevancia do né i.
Quando 7 for um né que apontar para 7, chamaremos de link de i para j e denotaremos
por j = i. Sendo {; o nimero de links que saem de j, definimos

5=y

=i b

3Um grafo é uma que representacio abstrata de um conjunto de objetos e das relagdes existentes entre
eles. E definido por um conjunto de nds ou vértices, e pelas ligages ou arestas, que ligam pares de nés.
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Com isso, temos o sistema linear

M M1y Min
N
2 n
Moy May Man
Ty=——21+ "2+ -+ Ty
b by b,
My My My
Ty = —T1 Tyt ——Ty,
b b by

onde m;; ¢ o mimero de links j — i, que pode inclusive ser zero. Nesses termos, se A =

m R .
(a;5), onde a;; = TU entdo podemos enxergar A : R — R" como uma transformacao
j

linear e a relevincia z = [11, 2, .. ., 2, sendo um autovetor de autovalor unitdrio. Vamos
interpretar a;; como sendo a probabilidade de, saindo do vértice j, chegar ao vértice .

Um internauta, de forma aleatdria, escolhe uma das n paginas, por exemplo,
v = [1,0,...,0]. O vetor vy, obtido na equagio Avy = vy, indica a probabilidade do
internauta se encontrar na pagina i apos um clique, partindo de vy. Continuando assim,
sucessivamente, apos n cliques, a probabilidade de o internauta se encontrar na pagina i
¢ dado pela equagdo Av,_; = v,. Esse modelo seria ideal se o internauta sempre, a partir
de um link de uma pégina, encontrasse outro de outra pagina, porém isso nio ocorre.
Por motivos diversos, seja de paginas sem links ou por vontade prépria do internauta,
ele para sua sequéncia e a recomega. A partir dai, a ideia de Page e Brin para resolver
esse problema foi introduzir um fator probabilistico p de comecar tudo de novo e, evi-
dentemente, 1 — p de permanecer nos links. Experimentalmente, o Google decidiu usar
p=0,15. Assim, a funcio que indica o percurso aleatério do internauta num grafo de n
vértices ¢ dada por

1 M M Min

Y n b Lo hn
1 Mg M Man

" B n | +a-p| 6 & T L. y_2

Y 1 Map Mo Mo b
n O b

a qual podemos escrever como f: R" = R", f(y) =p-e+ (1 - p)Ay, onde

1

n
A fungio f é continua, pois é soma de fungdes continuas (veja a Proposicdo 3.13).
A parte “p- €” é constante e, portanto, continua, e a parte “(1 — p)Ay” é continua por
ser linear num espago vetorial de dimensdo finita, R" (veja [§]). Se mostrarmos que f é

uma contragao e lembrando que R" é um espago métrico completo, o Teorema do Ponto
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Fixo de Banach (Teorema 7.6) garantird que f possui um {nico ponto fixo, ou seja, que o
internauta chegard sempre a pégina desejada. Faremos isso. Pois bem, dados y,z € R",
notando que

n
z 0 =1
i=1

e considerando em R” a norma da soma (recorde o Exemplo 2.15), temos

n

1)~ =10 =l == 1) 3 (S b -5

=1
n

- (1—p)g (o) -9

n

[yi =zl = (L= p)lly —2[-
1

i=

Uma vez que 1 — p é menor que 1, concluimos que f ¢ uma contragdo. Portanto, pelo
Teorema do Ponto Fixo de Banach, a fungao f possui um tinico ponto fixo, indicando que
a relevincia de cada pagina esta bem definida.

Encerraremos este trabalho com a aplicagao descrita na se¢ao subsequente.

8.3 Uma ideia sobre a aplicagio no processo de com-
pressao de imagens

Sabe-se que a maneira mais eficiente de armazenar uma imagem em uma meméria &
armazenar a cor de cada pixel. A tentativa de ampliar uma imagem pode tornar os pixels
quadrados grandes, causando uma insuficiéncia de informagdes para o preenchimento dos
detalhes nesses quadrados.

O principio da compressao de imagens ¢ reduzir a quantidade de informagéo contida
na imagem original, de modo que os olhos nao percebam que a imagem observada estd
adulterada. A internet tem aumentado a necessidade de bons sistemas de compressio de
imagens, haja vista que a compressao de imagens diminui consideravelmente a velocidade
de navegagio na mesma. Ou seja, para que ocorra uma navegacio rapida e eficiente, ¢
recomendével que as imagens estejam codificadas em arquivos menores. Existem vdrios
procedimentos para a compressao de imagens e o mais comum é o JPEG, que se tornou
padréo para imagens digitais [3].

O matemitico briténico Michael Barnsley introduziu um método chamado de sistemas
de fungdes iteradas que consiste numa técnica para se construir figuras fractais através
da repeticio em escala de uma mesma figura. O processo tem como objetivo aproximar
uma imagem por objetos geométricos. A ideia do processo de compressio no tridngulo de
Sierpinski serd introduzida a seguir.

Note que o tridngulo de Sierpinski ¢ uma reunido de trés copias de si mesmo, cada
copia possuindo a metade de suas dimensoes, largura e altura. A partir de um tridngulo
de Sierpinski, podemos construir um segundo tridngulo com o seguinte procedimento:

o Passo 1. Reduza o Triangulo de Sierpinski para metade do seu tamanho, a partir
do seu vértice inferior esquerdo.

Observe que o lado do tridngulo obtido neste primeiro passo é uma contragao de 1/2
do lado do tridngulo original. Assim, estamos considerando a seguinte contraco de R

em R?: .
e = ()
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Figura 8.3: Tridngulo de Sierpinski.

Fonte: Retirado de [3].

o Passo 2. Construa uma segunda copia do Tridngulo de Sierpinski obtido no primeiro
passo e coloque-a & direita. Neste segundo passo, o lado do tridngulo obtido continua sendo
uma contragao de 1/2 do lado do tridngulo original e, além disso, o tridngulo é transladado

1 ;
pelo vetor (5,0). Agora, a fungdo de contracio de R? em R? a ser considerada é a

z ly
e = (2 +).
3(,9) (2 29
o Passo 3. Por fim, construa uma terceira cépia do Tridngulo de Sierpinski obtido
100 primeiro passo e coloque-a no topo. Por fim, temos que o lado do tridngulo obtido

neste terceiro passo permanece sendo uma contracdo de 1/2 do lado do tridngulo original

seguinte:

e, além disso, o tridngulo ¢ transladado pelo vetor (1, E) Assim, a fungio de contragio

de R? em R? que fazemos neste passo ¢ dada por:

o= (5344
Cabe observar que a prova de que as fungdes Ty, Ty e Ty sdo contragoes foi feita no
Exemplo 3.6.
A segunda figura construida pelo processo descrito acima é idéntica ao tridngulo de
Sierpinski inicial. Dessa forma, podemos concluir que o tringulo de Sierpinski é o ponto
fixo do processo. Ou seja, se S é o tridngulo de Sierpinski, entdo

S = Ti(S) UTy(S) UT4(S). (82)

Diante desse processo, surge a questio: serd que existem outros subconjuntos A do
plano que tém a mesma propriedade, ou seja, tais que

A=Ti(A) UTy(A) UTy(A)?

Vamos constatar que a resposta ¢ nao. Dessa forma, poderemos garantir que o tridn-
gulo de Sierpinski é o tnico subconjunto S do plano que satisfaz a equagio (8.2). Para
tanto, construimos uma fungio w que associa a cada subconjunto fechado e limitado A
de R? o subconjunto T (A) UTy(A) U T3(A) de R?, da seguinte forma:

A€ K w(d) = Ty(A) UTy(4) UTy(4),
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onde K = {A C R%: A é fechado e limitado em R?}. A prova de que w é uma contracio de
K em K exige mais preliminares, por isso decidimos nao apresenté-la aqui, mas obviamente
usa o fato de que Ty, Ty e Ty siio contracdes de R? em R?. Para consulta-la, indicamos a
referéncia [14].

Sendo w uma contragéo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, podemos inferir que
S 6 0 tinico ponto fixo dessa fungdo, ou seja, que S = w(S).

Para mais detalhes sobre essa aplicagdo, sugerimos ao leitor que consulte a referéncia
[14] e as referéncias nela contidas.




9 Consideracoes finais

A nogao de completude dos espagos métricos fornece um ambiente propicio para garan-
tir a convergéncia de sequéncias, enquanto o Teorema do Ponto Fixo de Banach estabelece
um elo entre contragoes e a existéncia de pontos que permanecem inalterados sob suas
aplicagoes.

A aplicacdo dos conceitos da teoria de espagos métricos, bem como a do Teorema
do Ponto Fixo de Banach vai além da Matemdtica Pura, sendo crucial na andlise de
existéncia de solugdes para equagdes diferenciais (veja [12, 1]), otimizagdo, teoria dos
conjuntos fractais, entre outras dreas. A versatilidade do Teorema do Ponto Fixo de
Banach destaca-se, permitindo sua utilizagio em diversos contextos mateméticos, onde a
busca por solugdes estd intrinsecamente ligada & compreensdo da estrutura dos espagos
métricos.

Por meio da organizagao cuidadosa dos capitulos desta dissertagao, buscamos nio ape-
nas transmitir o teorema em si, mas também fornecer todos os pré-requisitos necessarios
a0 seu entendimento, além de enfatizar a beleza e a aplicabilidade da teoria de espagos
métricos.
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